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Digreſſion uͤber die algebraiſchen Gleichungen. 


Jo nehme mir vor, in dieſem Capitel das, was in 
der Theorie der Gleichungen in den Anfangsgruͤnden der 
Algebra fehlt, zu ergaͤnzen, obgleich die Gegenſtaͤnde, 
welche ich hier abhandle, nicht zu dem Differentialcalcul 
zu gehöten ſcheinen, fo geben fie dennoch Veranlaſſung 
zu verſchiednen zierlichen Anwendungen dieſes Calculs, 
und tragen dazu bey, die Huͤlfsmittel zu zeigen, die er dar⸗ 
bieten kann. Aus dieſer Urſache und aus Furcht, die Darle⸗ 
gung der Principien des Differentialcaleuls zu verzoͤgern, ins 
dem ich die Einleitung zu ſehr aus dehnte, habe ich bes 
ſchloſſen, hier eine Abſchweifung zu machen, welche vie⸗ 
le Leſer ohne Zweifel nuͤtzlich finden werden und welche 
die andern uͤbergehn können, wenn ſie es fuͤr gut finden. 
5 157. 

Unterſuchung der ſymmetriſchen Funetionen der Wurzeln der 

Gleichungen. 


Man weiß, daß eine algebraiſche Gleichung von ir⸗ 
gend einem Grade und welche nur eine unbekannte Groͤ⸗ 
II. Theil. a: ' ße 
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ße enthält, das Product von eben fo viel Binomen wie 
om, „- 6, „ „, etc. iſt, als Einheiten in 
ihrem hoͤchſten Exponenten ſind. Man hat den Ausdurck 


der Wurzeln 4, 6, 9 etc, in Function der Coeffis 


cienten der Gleichung fuͤr die erſteu vier Grade, und fuͤr 
einige Claſſen von Gleichungen von allen Graden; aber 
die vollftängige Aufloͤſung des allgemeinen Problems iſt 
noch zu finden. Indeſſen können gewiſſe Functionen 
der Wurzeln von irgend ciner Gleichung, auf eine 
rationale Art, vermittelſt ihren Coefficienten ausgedruͤckt 
werden, und man erhält fie folglich durch Gleichungen 
vom erſten Grade; die Funetionen von denen ich rede, 
ſind die, welche alle, auf eine ähnliche Art verbundnen 
Wurzeln in ſich begreifen, es ſey nun unter fi, oder 
mit andern Groͤßen, und die ich daher ſymmetriſche 
Functionen nennen werde: die Summe der Wurzeln, 
die ihrer Producte zu zwey und zwey, zu drey und drey 
u. ſ. w. reſpective den Coefficienten des aten Zten en 
etc. Gliedes gleich, find von dieſer Art. 

Der Grund der Wahrheit, deren wir uns ſo eben 
erinnert haben, findet ſich in einer ſehr merkwuͤrdigen 
Eigenſchaft der Analyſis, und iſt eine nothwendige Folge 
ihrer Allgemeinheit; daß nemlich die Gleichung, von der 
die Beſtimmung irgend einer Function abhängt, immer 
alle Werthe in ſich begreift, deren dieſe Function fähig 
iſt, indem man darin die einen in die anderen umändert, 
die Größen unter der Ordnung, und der Werth von de— 
nen die Uebereinkunft nichts beſonderes feſtgeſetzt hat. 

Die folgenden Fragen werden, obgleich ſie ſehr ein— 
fach find, das größte Licht über alles dieſes verbreiten. 
Wir ſuchen zuerſt alſo zwey Groͤßen deren Summe 
p, und deren Product q fen. 

fe: Indem 
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Indem wir die beyden unbekannten Großen Eu x und 
$ aeg haben wir 
. p) — px +g=o 
. J woas ftr „* py ＋ 40 
Die beyden are eisen. x und y, werden alfo 
die Wurzeln von einerley Gleichung ſeyn, weil ſie alle 
beyde auf die nemliche Art, in die Bedingungen des 
Problems einſchleichen. ö 
Wir wollen jetzt annehmen, daß, onſtatt unmittel; 
bar die Größen x und y zu ſuchen, wir uns begnügen, 
den Werth ihrer Differenz X — zu fodern Man 
wird dies ohne Muͤhe erhalten, denn zufolge den vorge» 
gebenen Gleichungen wird man haben, *“ + 245 +y? p- 
und 4xy = 49; dieſes ate Reſultat vom erſten abgezogen 
koͤmmt: 4 
* — ax e e mid 
woraus 


* I = TF 4 
Man konnte vorher ſehen, daß die Function * — 
zwey Werthe haben, und daß fie folglich von einer Gleis 
chung des aten Grades abhaͤngen wuͤrde, denn nichts in 
der Ausſage der Frage, und in der Art fie aufzuloͤſen 
zeigt an, daß man x — y oder y— x ſuchte. Im Ge 
gentheil, die Function x” + 5, in welcher es gleichguͤl⸗ 
tig iſt, x in y zu verwandeln, und umgekehrt, da’ fie 
nur einen Werth haben kann, haͤngt bloß von einer Sfeis 
chung des ıten Grades ab. In der Shat, wenn man 
von der Gleichung ö 

* ＋ ay ＋ Y p', 
dieſe abzieht, 
axy D ap, 
ſo erhaͤlt man N 


A 2 * y' 
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* T7 p' — 24d. 
Dieſe Bemerkungen werden noch beſſer verſtanden wer) 
den, wenn man an den Gang der Analyſis Zewoͤhnet iſt. 


158. 
Wir wollen jetzt den Ausdruck der Summe der aͤhn⸗ 
ichen Potenzen aller Wurzeln einer Gleſchung ſuchen, 
und die Auflöfung dieſes Problems werden wir zuerſt 
aus dem Differentialcalcul ziehen. 
Es ſeyen „ 8, , J etc, die Wurzeln der Gleichung 
F . TUS o, 
ſo wird man haben 5 
* — u) 4 — 4) « — G — 3) etc. 
Rm ＋ Pm T ＋ Qx®-2 + Rym-3 A; 
Wenn man den Logarithmen jedes dieſer Glieder 5 
dieſer letzten Gleichung nimmt, fo wird man finden: 
IX HR K- t-) etc. 
= I(xn Pm TOR ＋ RX m3 .+U) 
eg man ne Eu mit dx ih fo Fon 
orten 25 —5 * —, 2 — + etc, 
FTT 
un 4 Pamer ＋ Qxm-2 ee. 
Aber man weiß, daß f 
1 


„ 2 
* . * 


8 

— * . e, 
22 1 8 N N 

u ge x u x3 ra tet 
1 1 Y 7 y’ 

r en 
g b = ® ae 

— 2 — — > et 

Xx — 9 x 2 2 * + % 


eto. N ſub⸗ 


* 
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fubftituiet man dieſe Werthe in der erſten Hälfte, der 
vorhergehenden Gleichung, und nimmt an 
es 6 +# ＋ . eto. = 8 
N ＋ etc. = 8. 
* ＋ Rt 7 er ＋ etc. 2 8 
(et, N 0 
ſo ji = en 
— * 25 5 = +5 + et. = 
ee — AT, 
. Forms KO 
Und wenn man den Nenner der 2ten Hälfte fortſchaft, 
und nachher die Glieder jeder Haͤlfte vergleicht, welche 
durch die nemliche Potenz von * bezeichnet find, fo 
koͤmmt man zu folgenden Gleichungen: | 
M m es m 
(m-ı)P=mP-+$S, 
(m- a) 0 m PS, s. 
(m—3z)R=mR +05, PSS, 


etc. 


ER 


1 


une en 


güde giebt 
8. +P=o 
S TPS. 2 O 
48, ＋ PS, ＋ Q ＋ 3R=0, 
0 Arete. Ne" 
| ! | 
Diefe letztern, deren Geſetz leicht einzuſehen iſt, faſſen 
den Lehrſatz in ſich, welchen Newton in feiner allgemeis 
nen Arithmetik vorgetragen brachte, und welchen er auf 
die Gleichung 
* — * — 198° ＋ 49 — 30 = o, 
angewendet hat. In dieſem beſondern Falle, wo 
A 3 P — I, 


/ 


ten wie 
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p = — 19, E = ＋ 49, 8 5 — 30 
iſt, hat er gefunden 5 Ban 
Sı = 1; 8. = 39; hs Bu 99, 8. Saz. 
a * * 
. 159. + 
Mit Hülfe der im vorigen Paragraph angeführten 
Reſultate, wird jede algebraifche rationale und ſymme⸗ 
triſche Function irgend einer Gleichung, ſich durch die 
Coefficienten dieſer Gleichung ausdrucken laſſen. Das 
folgende Beiſpiel wird, obgleich particulair hinlaͤnglich 
zeigen, auf welche Art die Sache im Allgemeinen aus ge⸗ 
fuͤhrt werden muß. x 
Es ſeyn s, und Y die Warten einer qGleichung 
vom dritten Grade; wenn man die Großen 
an + En + zn = Su, und 4 t AR . % ms, 
eine mit der andern multiplieirt, fo Li, Bin 
an+p--antp-+yntP 
anap-puPan dt anyP H. apyn . g + ne Bier. 


Aber die erſte Zeile der erſten Halfte iſt gleich Satp, und 


die zweyte iſt eine ſymmetriſche Function der Wurzeln 
4, 3, 5, welche entſteht, indem man fie zu zwey und zwey 
verbindet, und ſie nach ihrer Folge mit den Exponenten 
n und p bezeichnet; man wird alfo erhalten: 

anpp + abEn I- p C ο⁰ð ντ g ονỹJ̊ 8. 8p —Sntp, 


Es it leicht einzuſehn, aß, in welcher Zahl auch die Buchſta⸗ 


ben a,b. etc. ſtehn, der Werth einer ſymmetriſchen Function 
von der Form an AP + etc. immer ſeyn wird: du 8p nA p 
indem die Summen SnSp und. Sntp für die Zahl 
Wurzeln, welche man betrachtet, berechnet ſind. 
Wenn wir die Gleichung zu der wir ſo eben gelangt 
find, mit a + 4 re Ja = 8a multipliciren, fo erhal⸗ 


der 


an q 
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anfagp+uPan}g-untgyp +apyata) 

＋ Ant4yP SPY 

Ter fagn + angpfdCaPT¹n + np 
EDI ＋ 559 

Taugεανν,·⁰νν,Cx + aρ⁵νεν + apply 
+ «IpayP + a1pPyR] 

die 5 — erſten Zeilen der erſten Hälfte dieſer Gleis 

chung, welches ſymmetriſche Functionen durch das Pro: 

duct zweyer Buchſtaben gebildet, ſind, werden nach dem 

Vorhergehenden reſpeetive ausgedruͤckt ſeyn durch 

840 Sp —Safpfa und 8p en —Sntpig , 

und man wird daraus ſchließen, daß die zte Zeile, wel⸗ 

che eine ſymmetriſche Function, aus Producten von 3 

Factoren gebildet, iſt, gleich ſeyn wird 

Sn Sp 84 — Sap 84 — Sag Sp — 8a + 285 pfad. 

Man wuͤrde alſo hier noch, wie im vorhergehenden Falle 

ein Reſultat von der nemlichen Form haben; wie groß 

auch die Zahl der Buchſtaben ſey, ſo daß der obige 

Ausdruck für alle durch Produkte aus drey Buchſtaben 

zuſammengeſetzten ſymmetriſchen Functionen paßt. 


Das Verfahren deſſen wir uns hier bedient haben um 
die beyden vorhergehenden Formeln zu entdecken, iſt alle 
gemein, und wenn wir mit der Multiplication fortfahren 
ſo kommen wir zum Ausdruck irgend einer ſymmetriſchen 
Function, welche nichts als eine Folge von ſolchen Glie— 
dern iſt wie an gp r etc. und in welchen jeder der Buchs 
ſtaben , 5, , N etc, ſich ſueceſſive mit allen Exponen⸗ 
ten behaftet findet. Es iſt hier noͤthig zu wiſſen, daß 
man immer eine ſymmetriſche Function daran erkennen 
wird, daß ſie ihren Werth nie aͤndert, man mag die 
verſchiednen Wurzeln der gegebnen Gleichung verſetzen, 

A 4 wie 
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wie man will. Die Bruchfunctionen werden keinen bes 
ſondern Abſchnitt machen, denn ſo bald fie ſymmeteiſch 
ſind, folgt daraus daß ein Bruch deſſen beyde Glieder 
ſymmetriſche und ganze Functionen ſind, nachdem man 
ihnen einen gleichen Nenner gegeben, wie z. B. die 
. 

= 5 . 8 — +7 * * — 
zu 5 5 fine 

.. Hey de . 

“By 

ein Reſultat, deſſen Zahler und Nenner ſymmetriſche 
Functionen find. Verſchiedene Geometer haben ſich be⸗ 
ſonders mit dieſen Unterſuchungen beſchaͤftigt, und Van⸗ 
dermonde insbeſondere hat einen Algorithmus erdacht, 
vermittelſt welches er allgemeine Formeln conſtruirte 
welche unmittelbar den Ausdruck jeder ſymmetriſchen 
Function enthalten. Wer dieſe Formeln zu kennen 
wün ſcht, kann darüber feine Memoires zu Rathe ziehen. 


160. 


Wenn man eine Function haͤtte, in welcher nur ei⸗ 
nige von den Wurzeln der gegebnen Gleichung enthalten 
waͤren, ſo wuͤrde man doch mit Hülfe des Vorhergehenden 
die neue Gleichung bilden konnen, von welcher fie ab— 
haͤngen muß. Nehmen wir an, daß man die Summe 
von irgend 2 Wurzeln einer allgemeinen Gleichung wom 
zten Grade beſtimmen ſollte; da hier kein Grund vors 
handen iſt dieſe Summe eher durch = + 4, als durch 
4 + x, oder 5 ＋ vorzuſtellen, fo muß man ſich dieſe 
3 Ausdruͤcke als Werthe denken, deren ſie faͤhig iſt. 
Sie wird folglich von einer Gleichung des zten Grades 

abhaͤu⸗ 


\ 
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abhängen, indem fie zu Wurzeln I, «+2, und 647 
hat, und welche man bildet, indem man das Produkt 
der Factoren i 
2 — ( + PB, z=- (a +9), 2- Gb ＋ 59 
gleich o fest. 
Wenn wir den Calcul wirklich machen, erhalten wir 
Mat +Y)z+[e HB’ tr’ ge Eg +36 14 
— (PEER YC -N EN -g N 
Die Coefficienten der verſchiedenen Potenzen von 2 in 
dieſem Reſultate, ſind ſymmetriſche Functionen, deren 
Ausdruck mon leicht finden wird, fo wie die Werthe der 
unbekannten Große 2 auch die von der geſuchten Func⸗ 
tion ſeyn werden. 5 


= O. 


Wenn die allgemeine Gleichung vom dritten Grade 
durch 
* ＋ PA ＋ O ＋ R o 2 
vorgeſtellt wird, ſo hat man 
„ B TYP, a +P 3 ＋ - 35 =P ＋ Q. 
und > 
re Harn Hy ＋ 5 2 8. 8. — 5, 
1 man hat durch die Gleichungen in Num. 158 
8. = — P,S,= PR — 20, 
8, = — Pr ＋ 3750 — R 
ferner — apy = R. Es kommt alfo: 
— leg tab? ta’y a r TEY D -a. P -R, 
und zum letzten Reſultate 
2 ＋ 2p ＋ (P. + O) ＋ P- RS o. 
Dieſes Beyſpiel zeigt, daß, um die Gleichung zu finden, 
von welcher irgend eine Function der Wurzeln von einer 
gegebnen Gleichung abhaͤngt, man in dieſer Function 
alle mögliche Verſetzungen der Buchſtaben &, 6, V, 9, 
A 5 machen, 
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machen, und indem man durch 6//9/ die verſchiede⸗ 
nen fo erhaltnen Reſultate bezeichnet, das Product der 
Factoren 
2 — 4/, 2 — fl, 2 — %, 2 — /, ete. 

gleich Null ſetzen muß. Die Eoefficienten der Potenzen 
von z in der Gleichung, zu welcher man kommen wird, 
da fie ſymmeteiſche Functionen der Größen 2, % 70 
3 etc. find, welche unter ſich alle Combinationen, die 
man von den Großen &, 6, 5, “ in der geſuchten Func⸗ 
tion machen kann, enthalten, werden auch die ſymme⸗ 
triſchen Functionen dieſer letztern ſeyn, und man wird fie 
folglich durch die Coefficienten unter einer der gegebenen 
Gleichung rationalen Form ausdrucken koͤnnen. Es iſt 
leicht zu ſehen, daß keine der ſymmetriſchen Functionen 
von „ 5 ,, di, ete., ihren Werth ändern kann, wie 
man auch die Buchſtaben «, 6, 7, 5, unter ſich verſetze. 
Und eben dieſe Unveräͤnderlichkeit, iſt, wie wir ſchon wei⸗ 
ter oben geſehen haben, das weſentliche Kennzeichen der 
ſymmetriſchen Functionen. 


Die Theorie, von welcher ich in den vorhergehenden 
Paragraphen einen kurzen Begriff gegeben habe, ſellte 
künftig in allen Elementen der Algebra ſtehen. Mit ihr 
rer Hülfe zeigt ſich die Aufldſung der Gleichungen in ei⸗ 
nem ſehr hellen Lichte. Der Geiſt der Kunſtgriffe, wel⸗ 
chen man zu dieſer Auflöſung anwendet, wird leicht zu 
faſſen, und man ſieht, warum ihr Erfolg ſich nicht bis 
Aber den vierten Grad erſtreckt. Ich bedaure ſehr daß 
die Natur meines Gegenſtandes mir nicht verſtattet, die 
ſchöne Arbeit von Lagrange uͤber dieſe Materie, ken⸗ 
nen zu lehren. 


167. 
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161. 

Der Nutzen des Newtonſchen Theorems, zu wel⸗ 
chem ich in Num. 158 durch den Differentialcaleuligelangt 
bin, hat mich auf den Gedanken gebracht, daß man 
eine reine algebraiſche Demonſtration daruͤber, welche 
ich fuͤr neu halte, und die, wie mir ſcheint, ihrer Ein— 
fachheit halber bekannter zu ſeyn/ verdient; gern ſehen 
wuͤrde. N 

Die Gleichung 6155 

CC Que 2 Ra 3... + I PU=O, 
iſt durch jedes der Binomen c 
* — , Xx — 5B, X — 1, * — 5, ete. 
theilbar, und man kann einen allgemeinen Ausdruck des 
Quotienten erhalten. Lagrange in einer feiner Mes 
moires beſtimmt ihn, wie folgt: er beobachtet, daß, in, 
dem man in der gegebenen Gleichung » für x fest, man 
durch die Hypotheſe ein Reſultat, welches identiſch So 

iſt, haben wird, und man alſo annehmen muß 
m Pam 1 +-Qam-2 ＋ Ram- 3. . / I ＋ Ugo. 
Wenn man dieſe Gleichung von der gegebenen abzieht, 
fo. kommt 
(m — am) ＋. P(Xm-1 — am-) + Qam-2 — am-2) 
+ R (Im- — am= 3). . 7 (x - 2) S 0 
eine Gleichung, die augenſcheinlich durch x — = theilbar 
iſt, denn man weiß, und es iſt leicht zu beweſſen, daß 


* — n 
SX EK m- Rx m3 N Temex 
X — ı& 
iſt. Man wird aͤhnliche Quotienten fuͤr 
xm- r — am- yxm-2 — ama 


—— 


5 
X — 4 * — 4 


finden, und für das Reſultat, der Diviſion durch x — a, 


in der vorhergehenden Gleichung, wird man haben, 
N XM I 
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xX m- ＋ aIxm-3 + ber- * E „T am- x 
N 700 1 + am- p 


＋ 2 ＋ * + „m-3Q 
| „ + ES 
+9 


Hier fängt die Demonſtration an, von welcher ich gere⸗ 
det habe. Es iſt augenſcheinlich, daß wenn man auch 
die gegebne Gleichung durch x — P dividirt, man erhal: 
ten wird 

Xm- T + A Xm-2 ＋ g Km 3 ＋ A [XK m- 4. . + g m=A | 


-++P ＋ ＋ emp 
＋ 2 ＋ 52 ＋ Bm -30 
| ＋ R + bm-AR 

＋ I. 


Ebenfalls wenn man durch x — „ dividirt, fo findet man 
m- I/ X- ＋E Im- 3 ＋ 7 m- A. 4 m- 


+P +,P +y’P +yh-2p 

+Q +0 +7n-30 

Fe e e 
＋ T. 


Wenn man fo fortfährt, erhält man fo viel Quotienten 
als Wurzeln da find, und ihre Summe wird ſeyn: 
mxm- 1 ＋E 8. xm ＋ 82 m3 ＋ 8, Xm- 4A. 4 Sm 


Tm s.“ ks. + 8 
＋m +08, +QSm-: (A) 
＋ mR + RSM. 
+ m. 
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Wir werden jetzt wahrnehmen, daß jeder einzelne Quotient 
den Produkt aus allen Factoren der angegebenen Gleichung 
außer denjenigen, mit welchem man dividiert iſt. Der erſte 
dieſer Quotienten z. V. enthält alle Factoren außer x—a: 
der Coefficient ſeines zweyten Gliedes, wird alſo die Sum⸗ 
me aller Wurzeln, außer 4, mit entgegengeſetzten Zeichen 
genommen, ſeyn; der ſeines dritten Gliedes, die Summe 
aller Produkte zu zwey und zwey, außer denen, welche 
durch die Verbindung des Buchſtabens mit jedem an⸗ 
dern entſtehn: der Coefficient des vierten Gliedes ent: 
halt alle Produkte zu drey und drey, mit Ausnahme des 


rer, welche durch Combination des Buchſtabens 4 mit ir⸗ 


gend zwey andern entſtehn, und fo alle folgenden Eoef- 
fieienten. Was von dem erſten Quotienten, und dem 
Buchſtaben a geſagt worden ift, gilt auf die nemliche 
Art für den zweyten und den Buchſtaben 8, für den drit⸗ 
ten und den Buchſtaben „ etc, 

Es folgt daraus, daß der Quotient des zwey⸗ 
ten Gliedes in der Summe der Quotienten, und die 
Function (A) gleich iſt (m — 1) mal der Summe der 
Wurzeln mit entgegengeſetzten Zeichen genommen; denn 
wenn alle dieſe Buchſtaben ſich in jedem Puotienten faͤn⸗ 
den, fo wuͤrde man m mal diefe Summe haben, aber da 
jeder Buchſtabe einmahl fehlt, nach dem Obengeſagten, 
fo werden fie nur (m — ı)mal wiederholt. Man hat 
alſo (m- 1) für den Eoefficienten des zweytes Gliedes 
von CA) und folglich 8. + mb = (m — ı)P 

Der Coeffteient des dritten Gliedes der Function (A 
enthält einige Male die verſchiednen Producte der Wur 
zeln a, E, , N etc. zu zwey und zwey verbunden, aber 
jedes dieſer Produkte wird in zwey Quotienten fehlen: 
„6 3. B. wird ſich weder im erſten noch im zweyten fin⸗ 

den / 
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den, alle find nur (m — 2)mal wiederholt, und da ihre 
Summe durch Qin der gegebenen Gleichung ausgedruckt 
iſt, ſo wird man (m — 2) für den Coefficienten des 
dritten Grades der Function (A) haben woraus folgt, 
8. ＋ PS, ＋ m S m — 2) Q. 
Der Coefficient des vierten Gliedes der Function (A) 
wird von den Producten der Wurzeln mit entgegenge⸗ 
ſetzten Zeichen genommmen, und zu drey und drey com⸗ 
binirt, gebildet, aber jedes dieſer Produkte fehlt in drey 
Quotienten 5 B. — «Pr, wird ſich weder im erſten, noch 
zwehten, noch im dritten finden; Alle werden daher nur 
(m — zymat wiederholt. Wenn ihre Summe R ift, fo 
wird in der vorgegebenen Gleichung (m — zZIR der ges 
ſuchte Coefficient ſeyn; und man wird folglich haben: 
8, ＋ PS. ＋ 8, ＋ mR S (m — 3) R. 

Man kann dieſe Raiſonnements ſo weit man will, trei⸗ 
ben, und man wird finden, 

a S Em PS (m- 1) P) 

78 snd s- (-e f 
8 PS. ds. tm = (m3) K 
4 J 


etc, 


u 


woraus 
S. PSO 
5 ＋ PS. ＋ So 
5 ＋ FS. ＋ QS. TR 


ete. 


Man wird durch dieſe Formeln die Summe der Potenzen 
der Wurzeln ſo lange erhalten, als der Exponent weniger 
als m iſt, aber nichts iſt leichter als fie uͤber dieſes Glied 
hinauszufinden. In der That, genügt es, hierzu, 
wie Euler bemerkt hat, die gegebene Gleichung mit x" 
zu multipliciren, es koͤmmt dann: 


xm tn 
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xm ＋ Pum- ＋ Qxmsn-2  Rxman-3,, 
. T Txufr ＋ Uxn O 
und wenn man ſucceſſive E, 7, d an die Stelle von x 
ſetzt, ſo kommt, f 
mn . Pamtn- 1 ＋. Qamfn- 2 + Ramtn-3 ,., 
. . 7 Tenfr + Un = o 
mn + Pgm. nA + Qm fn A — Rm n- 3 PER 


. + Tor + Don = o 
etc, 


Wenn man dieſe Reſultate unter ſich zuſammenſetzt, 
ſo wird man der angenommenen Bezeichnung zufolge, 
haben: 5 
Sin T PSmtn-z + Qsmin-2 + RSmn- 3 
„ ISatfr + US, o 

Dieſe Gleichung verbindet ſich vollkommen mit den vori⸗ 
gen, denn indem man n = o macht, hat man 

Sn S TS TTT ＋ etc. ITI TI TI etc. m, 
und folglich 

Sm+PSm-ı + QSm-2 + RSm-3.. . 4 TS, US o, 
ein Reſultat deſſen Form der von der letztern ider oben 
gefundenen Gleichungen entſpricht, welches ſeyn wuͤrde 

Sm- E +PSm-2 + QSm-3 ＋ RSA. . + (m— 1) Tao. 


7 162. E 


Ueber die imaginairen Ausdrucke. 


i In den Gleichungen vom aten Grade fangen die 
imaginairen Wurzeln an, ſich zu zeigen, und hier haben 
ſie die Form 
2 51 I» 


Maclaurin Ar das nemliche fuͤr die Gleichungen 
des dritten Grades: d' Alembert ging weiter und be⸗ 
wies 
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wies zuerſt, daß jeder imaginaire Ausdruck ſich immer 
auf die Form a 
A E B 1 
zurückführen laſſe, wo A und B wirkliche Groͤßen find, 
aber er machte es auf eine indirecte Art in Hinſicht der 
Wurzeln der Gleichungen. Dieſen Theil des Theorems, der 
einzige, mit welchem wir uns gegenwärtig beſchaͤftigen koͤn⸗ 
nen, dientnur dazu, die Moͤglichkeit zu zeigen, daß man jede 
Gleichung von jedem geraden Grade in wirkliche Factoren 
vom aten Grade zerlegen könne. Euler, verſuchte es dieſes 
durch bloße algebraiſche Betrachtungen zu bewerkſtelligen, 
allein es gelang ihm nicht ganz, welches kagrange ver⸗ 
anlaßte, dieſen nemlichen Gegenſtand von neuem zu 
bearbeiten; und endlich hat Laplace in das Journal 
der Normalſchule, eine Demonſtration einruͤcken laſſen, wel⸗ 
che nichts mehr, weder fuͤr die Genauigkeit als auch fuͤr die 
Einfachheit zu wuͤnſchen übrig läßt, und welche ich hier 
mittheilen will. Ich werde alſo beweiſen, daß jede 
Gleichung von irgend einem Grade p einen 
wirklichen Factor vom zweyten Grade haben 
wird, wenn jede Gleichung vom Grade 
pep 1) 
2 
einen wirklichen Factor, vom erſten oder 
zweyſten Grade hat. i 
Ich werde die Gleichung vom Grade p durch (p) 
bezeichnen, und ihre Wurzeln durch «, 6, v, J, ete.; dies 
feſtgeſetzt, beobachte ich, daß jeder Factor des zwenten 
Grades der Gleichung (P) nichts anders als ein Product 
von irgend zwey Factoren des erſten Grades iſt, und da⸗ 
her nothwendig die Form 
** — ( ＋ Xx T2 o 
haben, 
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haben, und folglich von den Functionen ＋ 4, 4 ab⸗ 
hängen wird. Dieſe Functionen wuͤrden beftioime ſeyn, 
wenn man zwey von der Form 
„ ＋ 8 ＋ Mes, «+8 + Mag, 
fennte, wo M und M’ gegebene Zahlen bezeichnen, denn 
indem man a 
„ ＋ S ＋ Mag = N, «„ ＋ G -Maß—= N 

macht, ſo findet man 


M/NN / M N. — N. 
E 


Die Function «a + # + Mas iſt fo vieler verſchiedenen s 
Aus druͤcke fähig, als man die Buchſtaben «, 6, , d, etc, 
zu zwey und zwey verbinden kann, und wird durch eine 


Gleichung vom Grade . E erhalten, (N. 160) welche 


ich durch Q bezeichnen Beide 
Nehmen wir an, daß 1) dieſe Gleichung immer eine 
wirkliche Wurzel habe, indem man M eine unendliche 
Menge von Werthen giebt, ſo wird man eine unendliche 
Zahl von aͤhnlichen Gleichungen haben, von denen jede 
eine wirkliche Wurzel hat, indem fie eine der Verbin⸗ 
dungen, welche man von den Wurzeln der gegebenen 
Gleichung in der Formel ⸗＋ 6 + Mas machen kann, 
in ſich enthält: Iſt nun die Zahl der Verbindungen be— 
grenzt, fo wird nothwendiger Weiſe eine öfter mit ver⸗ 
ſchiednen Werthen von M wiederholt werden. Man 
kann daher feſtſetzen, daß es zum wenigſten zwey Func⸗ 
tionen von der Form 
4 ＋ „ ＋ Mas, „ . 3 ＋ Mas 
giebt, deren Werthe N und N“ wirklich find, woraus 
folgt, daß die correspondirenden Werthe von ＋ 8 und 
„s es auch find, und daß endlich der Factor 
II. Theil. EN 


* 
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* — ( ＋ XK T E 
ſelbſt reel iſt. 8 


2) Wenn die Gleichung () keine reele Wurzeln, 
ſondern bloß einen reelen Factor vom zweyten Grade 
hat, deſſen Wurzeln imaginair ſind, und man giebt M 
eine unendliche Menge von Werthen, ſo erhaͤlt man 
eine unendliche Menge von . 4 ＋ S + Mas, 

deren Ausdruck von der Form 
a A ＋ B F 
ſeyn wird, und man beweiſet wie vorhin, daß man ver— 
ſchiedne finden kann, welche ſich nur durch die Werthe 
von M unterſcheiden. Man wird alfo 
„ ＋ MS = ATB V= 

* I ＋ ML = A ＋ BV 1, 

haben, woraus man zieht 


M/(A BV-D—-MA+RYVTZ,, 
„ aM HBV DM UT 


M“ — M 
l A B VII 
4832 8—K—ßK—＋V ⁰ wJ— — — —Vw— 
M/ — II 


welche Ausdrucke ich durch 200 ＋ Di) und E + 
EV 1, bezeichnen werde, und daher wird der Factor 
* — (a HP) x ＋ 48 werden, 
* — 200 HDV-Dx+E+FVT:. 
Aus der Exiſtenz dieſes Factors zieht man die eines au⸗ 
dern, welcher ö 
* — en a ＋ 
ſeyn wird; denn es iſt leicht zu ſehn, daß, wenn man 
durch N 
xX+ 17 — 1 
den 
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den Quotienten bezeichnet, welchen die Gleichung (5) 
giebt, wenn man ſie durch den erſten dividirt, ſo wird 


8 2 7 Amen, 


den bezeichnen, welchen man aus der Divifion durch den 
Zweyten erhaͤlt.) 


Wenn nun die Polynomen 

* — 200 +DV-ı)s+HE+FVZıund 

* DP 
keinen gemeinſchaftlichen Diviſor haben, fo begreifen fie 
beyde vier einfache Factoren der Gleichung (p) in ſich, 
welche zu zwey und zwey multiplicirt, ſechs Factoren 
vom zweyten Grade hervorbringen werden, unter welchen 
immer wenigſtens zwey reele ſeyn werden. In der 
That, wenn man dieſe Polynomen wie Gleichungen vom 


zweyten Grade aufloͤſet, fo wird man die Factoten des 
erſten Grades davon ableiten. 


R* —D. V-ı VTAD D’-E—-FV 1 


sc IH Vi eb De 
B 2 * 


) Man wird ſich davon uͤberzeugen, wenn man 
* — 00D — )x T ET FY 1 
mit X — YV— ı multiplicirt, fo wie 
* — 20 - DY Tx FE—FV— ı 
durch X ＋ Y / — 1: Man wird in beyden Fällen das nem⸗ 
liche Reſultat finden, indem man beobachtet, daß der 
Dividendus (P) keine maginairen in ſich begreift, Y und 


X werden jo ſeyn, daß die Ausdrücke dieſer Art, aus den 
obigen Produeten verſchwinden werden, 
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— „( SEEN 
X CNN Ve —20DV —ıi—D’-E+FV_ 1 


x-C+D Va-Ve 2D ID - ETF 1 
Wenn man das erſte mit dem dritten, das zwette mit 
dem vierten multiplieirt, und zur Abkuͤrzung O — P' 
— E , ſo wie 200 - F H ſetzt, und beobach⸗ 
tet, daß 
Vs + AT cu V-ı= 2G£HYVG? + = 
und . 
CCC -V-1. Yeauyrı 


= V- 28 + :V® + N. 


ift, fo findet man 


— 
x X (20 -V 2642V +89) | 
| 

+c? x * — a0 HD 


＋ VH DV aH] ＋ 
* x(@0+V 20 L776 


eb V ao E G 
* NE DV -=20 2 n 
welches reele Reſultate ſind. 
Wenn die beyden Polynomen 
* — 200 DD ETF Vi und 
* — ad DH EF V= 
einen gemeinſchaftlichen Diviſor haͤtten, indem man ſie 
unter die Form es 
* — 20x ＋ E — (2bR— F) I 
* gen ＋ E T =D 1 
ſetzt 
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ſetzte, fo würde man ſehen, daß dieſer Diviſor auch den 
beyden Großen » — 20x + E, und 2Dx — F gemein 
ſeyn ſoll, und man wird daraus ſchließen, daß er nur von 
der Form x — 1 ſeyn kann, und daher hat man: 


K a E -( aD V-ı=(x-K-LV = K—1) 


X CX TRT(ZDX—F) SRH Un (*) 
woraus folgt, daß 

* EE nn 
drey Factoren der Gleichung (P) ſeyn werden. Die bey⸗ 
den erſten geben: einen reelen Factor vom zweyten 
Grade, und indem man die Gleichung CP) durch den 
dritten dividirt, wenn ſie von einem geraden Grade iſt, 
fo erhält man einen Quotienten von einem ungeraden 
Grade, welcher ſelbſt einen reelen Factor vom erſten 
Grade enthaͤlt, und mit dem, womit man dividirt hat, 
einen zweyten reelen Factor vom zweyten Grade bil: 
det. Es iſt daher genungſam bewieſen, daß die Gleichung 
(P) immer wenigſtens einen reelen Factor vom zweyten 
Grade enthalt, wenn die Gleichung (Q) immer einen 
reelen Factor vom erſten oder zweyten Grade ent— 
haͤlt. 


163. 

Es wird jetzt leicht ſeyn zu zeigen, daß jede Glei⸗ 
chung von einem geraden Grade, in reele 
Factoren vom zweyten Grade zerlegbar ſey. 

Iſt die Zahl p gerade, fo wird ſie nothwendig 
von der Form am n ſeyn, wo m irgend eine ganze 


Zahl, und a, eine ungerade Zahl vorſtellt, man wird 
daraus ziehen 


PC 


2 
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pP=T) nne 
; a 
indem man nun ndamn — I) n'“ macht, fo wird m 
noch eine ungerade Zahl ſeyn, und die Gleichung von 
dem Grade zun wird nach dem Vorhergehenden einen 
reelen Factor vom zweyten Grade haben, wenn die 
Gleichung vom Grade am- un“ einen reelen Factor 
vom erſten oder zweyten Grade hat. Aus dem nemli⸗ 
chen Grunde wird die Gleichung von dem Grade am-In’ 
einen wirklichen Factor vom zweyten Grade haben, wenn 
die Gleichung von dem Grade 22 n/(zm-In — ı) oder 
am- z n“ einen reelen Factor es ſey vom erſten oder 
zweyten Grade hat. Indem man fo fortfaͤhrt, durch— 
läuft man eine Folge von Gleichungen, deren hoͤchſte Ex⸗ 
ponenten, von der Form 
amn, am-ı 5% gm-2n'/,,....2n’/**+m-r, n.“ m, 
ſeyn werden, wo die Zahlen n, n“, n“ etc, alle uns 
gerade ſeyn werden. Die letzte dieſer Gleichungen, wel: 
che von einem ungeraden Grade, und durch n““ em He, 
zeichnet ſeyn wird, muß nothwendig einen reelen Fac— 
tor vom erſten Grade haben (Einleit. Num. 10). Die 
Vorletzte wird folglich einen vom zwegten haben, fo wie 
jede andre bis zu den gegebenen vom Grade zmn incluſive. 
Rehmen wir hernach an, daß dieſe durch den Factor des 
zweyten Grades, deſſen Exiſtenz man ſo eben bewieſen 
hat, dividirt ſey, ſo wird der Quotient, der noch 
von einem geraden Grade ſeyn wird, zum wenig⸗ 
ſten noch einen reelen Factor vom zweyten Grade has 
ben, durch den man von neuem dioidiren kann. Ohne 
noͤthig zu haben, weiter zu gehen ſieht man, daß 
jede Gleichung vom geraden Grade immer in 
reele Factoren vom zweyten Grade aufge⸗ 


loͤſt 


== aW-In(2mn — 2 
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löſt werden kann, woraus folgt, daß imaginais 
re Wurzeln, nur in gerader Anzahl, und in 
der Form 

A 3 /— 1 
Statt haben koͤnnen. 


164. 


Um d' Alemberts Satz in feinem ganzen Umfange 
zu umfaſſen, bleibt uns noch übrig, zu beweiſen, daß die 
verfchiednen bekannten Arten von Functionen auf die 
Form 

8 
zuruͤckgefuͤhrt werden koͤnnen, ſobald fie ſolche Größen, 
wie a+ b enthalten, wir werden es zuerſt 
für die algebraiſche Functionen thun. In Hinſicht 
auf fie folgt die Sache natuͤrlicher Weiſe aus dem Ges 
ſagten, denn indem man ſie neuen unbekannten Groͤ⸗ 
ßen gleich macht, und die Wurzelgrößen fortſchaft, mel; 
che ſie euthalten, ſo gelangt man zu algebraiſchen Glei— 
chungen, deren imaginaire Wurzeln von der Form 

ABN 1 
ſeyn werden. 


Man kann ſich von dieſer Wahrheit geradezu uͤber⸗ 
zeugen, wenn man beobachtet, daß 

D) aTbV ITA“ -b NTT -A bi. . 

SSG - f ) TOT 1 

— — 

2) A ＋ b V= i) (a, +5. =I) S aa! bb 

＋ (ab + ab)) V 1, 

B 4 3) 
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a * 2. —. I _(a+bV Zr lat ih Ver 
a’ + ya; 1 Tb =I) (al — b; 72 * 
aa ＋. bb Hab — ab 
FTT 
a” + b* 
2 endlich (a + bVY-ı Im amp — — an-ıVY — 1 


3) 


| 33 
0 1.2 
[er mem—T) n- ee e 
1 2 1.2.3.4 e 
+... 
2 
= Grab — E m = . 


ee folgt, daß jeder aus der Verbindung verſchiedner 
Groͤßen von der Form 
a ＋ b/ = 1, 

durch Addition, Subtraction, Multiplication, Diviſion, 
und Erhebung zu Potenzen hervorgehende Ausdruck von 
der Form er 

A3 1 
ſeyn wird. 


165. 


Die in dem vorigen Artikel erhaltenen Reſultate Fön 
nen durch die Sinus und Coſinus mit Eleganz ausge⸗ 
drückt werden, und man zieht Formeln daraus, welche 
in der Analyſis von großem Nutzen ſind. Wenn man 
den Ausdruck 


2 ＋ b =I mit (cos 2 + 721 sin 2) 
vergleicht, ſo findet man, 


à D x cosz, be r sin, z, 
und 
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} 


und weil 
cos + sin z = I, 
fo erhält man 
a + Por 
der Werth von r ift alſo durch dieſe Gleichung bekannt. 
Man wird haben 


o* 


a ; 
cos x - MD snz=—; 
1 2 * 


macht man nun eben ſo 
+ 97 = r’(cos 20 -+ * — 1 sin. 20 
fo erhalt man 
(a +bV 1) (a +b VII) 
=rr/(cos 24/1 sin 2) (cosz’ + V-ı sin z) 
rr! [eos (2 ＋ 20) + 2 sin (z2＋2 “)] (Einl. N. 51) 


— r 
Der Bruch I ZI bVZı a ee TE 
a+bV-ı (cos 2 ＋Vsinz 2 


Wenn man nun dieſe beyden Glieder durch 


(eos. 2 — — 1 sin 2“) 
multiplicirt, fo erhält man, zufolge der aus der Einlei—⸗ 
tung angefuͤhrten Rummer 


—; [eos(z — 20) + Vr sin (2 - 20. 
Die Function 


ange 4 ＋ b = pn 
giebt auf der Stelle 


rm(eos 2 . Vl sin 2) m rm (cos mz — ı sin mz), 


ein Refultat, aus welchem wir merkwuͤrdige Folgerungen 
ziehen werden. 


BS A a 166. 


26 Drittes Capitel. 


166. 


Wenn man 
N (a * b VI) 
haͤtte, ſo erhielte man 


2 2 — z 
rm (cos 4 / 1 sin —) 
m m 


Dieſer Ausdruck begreift eine Zahl m von berſchiednen 
Werthen in ſich, die man findet, wenn man bemerkt, 


daß die gegebenen Stuͤcke der Frage folgende ſind: 
b 


er! sinz= 2 


Vas ＋ b. Vas — b 
und daß man folglich fuͤr 2 alle Bogen nehmen kann, 
deren Coſinus und Sinus mit den obigen gleich ſind. 
Wenn die Bogen 
2, 360° ＋ 2, 2. 360 + 2, 3. 360 ＋ 2, . n. 360 ＋ 2. 
welche alle den nemlichen Sinus und Coſinus haben, 
jeder nach ihrer Tour angewandt werden, fo erhält 
man, indem man 360° = e ſetzt: 


r Va’+b’, cosz= 


— 2 — 
5 cos — 5 8. 


1 f 

en os —— 2 — 2 + kin , 
e 

ach, ern ＋ 2) Es (20 + N, 
m m J 

ıf ( * 7 

rm. COS Be u >. 2 year I sin 9 
1. * III J 


Die Zahl diefer Ausdrücke werden nicht über m hinaus 
gehen koͤnnen, denn die Bogen N 
e ee rag, 
m m 
wel: 
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welche die nemliche Sinus und Coſinus wie die Bogen 
c+z 2e 2 


— — 
N 2 ** 


III m 
haben, würden keine neue Werthe geben.“) 


167. 


) Hier find einige Erläuterungen für die, welche die Veraͤn⸗ 
derungen der Zeichen nicht recht kennen ſollten, welche die 
Kreisfunctionen erleiden. 

Man weiß, daß die durch Linien vorgeſtellten Großen 
negativ werden, wenn ſie in einem, dem entgegengeſetzten 
Sinne ſtehen, in dem fie ſich befanden, als man fie für 
poſitiv betrachtete, und daß die Sinus von dem Diameter 
aus und die Coſinus vom Mittelpunkt aus gemeſſen wer⸗ 
den. Es folgt daraus, daß, wenn man die über dem Diaz 
meter AC (Fig. 1) liegende Sinus, und die zwiſchen den 
Puneten A und O ſtehende Coſinus für poſitiv annimmt, 
die erſtern, welche unter AC liegen, und die andern, wel⸗ 
che von 0 nach C fallen, negativ find, 

Dies feſtgeſetzt, ſo zeigt die Figur, daß: 

1) Der Bogen AM, welcher weniger als 90°. beträgt, 
einen poſitiven Sinus PM, und Coſinus OP habe. 

2) Der Sinus E/ M' des ſtumpfen Winkels ABM’ po⸗ 
fitiv, und fein Coſinus OP’ negativ ſey. 

3) Der Sinus PM, fo wie der Cofinus, OP’ des 
1 180 und 270° fallenden Bogens negativ ſey. 

4) Der Bogen BOD M, welcher zwiſchen 270° und 
360 ſteht, einen negativen Sinus P“ m“ und einen po⸗ 
ſitiven Coſinus OP.“ habe. 


Wenn man aunimmt, daß ein beweglicher Punet, der 
von dem Punet A ausgehend, die Peripherie des Kreiſes 
K BO DA beſchreibt, fo beſtimmt er nach und nach, durch 
den von ihm durchlaufenen Räume, alle mögliche Bogen, 

und wenn er nach A zurückkommt, fo hindert ihn nichts, 
ſeine Bewegung in dem nemlichen Set fortzuſetzen. Kommt 
er alſo von Neuem nach M, fo iſt der ganze Bi den er 
ge⸗ 
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167. 
Der Ausdruck 

. 2 S 

10 cos — + V-ı sin —) 
ift dazu geeignet, nicht allein alle Wurzeln von dem Grade 
m einer imaginairen Formel vorzuſtellen, wie wir fo eben 
geſehn haben, ſondern auch die jeder beliebigen reelen 
Groͤße, fie fen pofitiv oder negativ; oder, was das nem⸗ 
liche iſt, ſie kann die Gleichung ö 

xm . am o, g 


Genuͤge 


gemacht hat, der Bogen ABC DAM, welcher aus der 
Peripherie plus dem Bogen AM beſteht; und den nemli⸗ 
chen Sinus und Eofinus wie dieſer letzte hat. 

Aus dem Ebengeſagten folgt, daß ein Bogen, um jeden 
ganzen Vielfachen der Peripherie, oder, was das nemliche iſt, 
um jeder geraden Zahl von halben Peripherien vermehrt, im⸗ 
mer den nemlichen Sinus und Coſinus haben wird, wie in 
feinem primitiven Zußande: ſobald er aber um einer uns 
geraden Zahl von halben Peripherien vermehrt würde, ſo 
würde fein Sinus und Coſinus die Zeichen ändern, obgleich 
fe immer den nemlichen Werth behalten. 

Wenn man die halbe Peripherie durch „ bezeichnet, und in 
den Gleichungen 

sin (x = 2) = sin x cos 2 cos x sin 2 
und 

cos (x 2) cos x cos 2 sin x sin 2, 
ſtatt & ſueceſſive m, m, 2. ſetzt, und beotadiet, 
daß 
sin 3 = I, cos zv = o, sine = o, cos = — 1, 

sin 3 - 1, cos z =o,.. 

iR, So erhält man in den folgenden Formeln eine Reihe 
von Reſultaten, in denen n eine ganze Zahl bedeutet. . 
i sin 
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Genuͤge leiſten, indem fie r und auf eine ſchickliche Art 
beſtimmt. 
Wenn man annimmt, daß 


zZ — 
* 75 (cs a + Vor 1 sin + 
m m 
ſey, fo wird man haben 
xm == r(cosz + 1 . 1 sin 2) 


und, wenn man in der vorgegebenen Gleichung ſubſtituirt, 
erhält man 

rcosz + 8 sin 2 I am 2 o. 
Dieſe letzte wird nur dann Statt haben, wenn 
die imaginaire Größe, die fie enthält, ſich ſelbſt ver⸗ 


nich⸗ 


„Ian ＋ 1 
r (FI. + 2 = + cosz; 


an 
cos 


22 — 5 28 = = sin 2; 


a 2 ? 
4 
9 sın —# tz) = cosz; 
42 
cos — = ee > 
4 
sin Ei, = sin z; 


cos ara, * 2 — * ＋ cos 2. 
Aus dem hier Geſagten 1 man, daß der nemliche Sinus 


und der nemliche Coſinus einer unendlichen ern 
ſchiedener Bogen entſpricht. 
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nichtet. Man wird alſo einer Seits haben: sin 2 = o, 
und auf der andern Seite aber reos 2 S am o. Man 
wird der erſten Bedingung ein Genuͤge leiſten, wenn 
man für 2 irgend einen der in dieſer Folge =, 2, 
35 .. wo „ die halbe Peripherie bezeichnet, enthalt 
nen Bogen nimmt. Die zweyte giebt 
. 785 
I. — 
cos z2z 
aber da r immer eine wirkliche Größe ſeyn ſoll, fo muß 
man fuͤr 2 ein gerades Vielfaches von dem halben Um— 
fang ſetzen, wenn der obere, und ein ungerades Vielfa— 
ches, wenn das untere Zeichen ſtatt findet, weil man 
wegen 3 5 
cos an D NI und cos (an ＋ D = — 1 

immer haben wird 


X 
rz am und rm = a 


Die allgemeine Formel der Wurzeln für die Gleichung 


zn — am iS] 
wird daher ſeyn: 


A2 * — 2132 
Xx = adcs— + 1 sin — >: 
L m m 


Macht man nun zuerſt n = o, fo hat man 
0 23 0 

cos — Si und sin — 2 o, 
m m 


welches x = a giebt; ferner, wenn m eine gerade Zahl 
iſt, fo kommt man auf das Vielfache 


m 
n — „ 


woraus entſtehet 
cos x - 1, sin = o und x = - a. 


Man ſieht alſo, daß die vorhergende Formel zu gleicher 
1 \ Zeit 
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Zeit die reelen als auch die imaginairen Wurzeln ent⸗ 
hält; denn man weiß, daß die Gleichung 
N xm — am = O 
nur die einzige reele Größe x — a enthält, ,. ſobald 
m ungerade iſt. Wenn aber m gerade ift, fo hat fie des 
ren zwey, nehmlich 
Xx = a, X 2 — a. 


Es iſt leicht ſich zu verſichern, daß die Gleichung 
11 
5 — eos — 18 sin SE 
noch die 
Xm — am o, 


Genüge leiſtet, und wenn man folglich eine mit der ans 
dern multiplicirt, fo find die beyden einfachen Factoren. 


Er! — 7 
x EEE ee + V-ı sin er, 
L m 
\ = 
* — BR — Wr 1 sin — Ps 
enn m N 


Das Product ö 


08 + a? 
8 m 
wird ein Factor vom zweyten Grade der e 
xm — am — 0 


ſeyn. 
Die Gleichung 
xm ＋ am 2 0 

führt zu Reſultaten, welche den vorigen ähnlich fi ü nd, nur 
mit dem Unterfchiede, daß die Vielfachen ungerade ſind, 
ſtatt gerade zu ſeyn. In dieſem Falle werden die Wur⸗ 
zeln eine oder die andere der folgenden Formen haben: 
(2 hi VE (an Hr] 


ı sin —— 
m J 


x= 4 


fr 
X* 5 COS—— 
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En . . 
und der Ausdruck irgend eines Factors vom zweyten 


8 wird ſeyn \ 


(an 1 * 
X * — S ＋ 4 
m 


a 
x == adcos 
L 


. 168. 


Wir wollen jetzt bey einigen Beyſpielen die Formeln 
anwenden, welchen wir ſo eben gefunden haben. Es 
ſeyen 1) die beyden Gleichungen 

5 x — 1 o und x ＋ IS so. 
Man wird in dieſen Beyſpielen a = ı haben; fürs er⸗ 
ſte muß man nur von den geraden Vielfachen Gebrauch 
machen, 
o 9m 4e 6 8 
F 
und bey der geraden Zahl verweilen, welche dem Dop⸗ 
pelten des Exponenten vorhergeht; denn wenn man dar— 
über hinausginge, fo wurde man auf Bogen zurückkommen, 
welche nicht anders, wie die vorhergehenden um einem 
Umfang vermehrt wären, und welche, indem fie reſpecti— 
ve gleiche Sinus und Coſinus haben, keine neuen Wer⸗ 
the geben wuͤrden. Dies feſtgeſetzt, ſo wuͤrden die Wur⸗ 
zeln von K — 1 o ſeyn 
cos + *r a 1 


2 — 2 
ö + var * 


4 1 
Xx cos — Vi sin —, 
4 25 


X cos 


Digreſſion über die Gleichungen. 33 
* 8 + * 1 5 en 
5 5 


* S eos + V- Ten S. 


5 t 
Indem man nun diefe Werthe näher unterſucht, fo fieht 
man, daß der vierte ſich vom dritten, fo wie der fünfte 
ſich vom zweyten, nur durch das Zeichen V 1 unter⸗ 
ſcheiden, denn weil ! 

cos («+z)= cos ( und sin ( sin (2), 
fo hat man 


3 = cos ur und 5 = sin > 
5 5 Se 


gr 2 „ 82 N 
cos — = cos — und sin — = — sin —: 
— 5 5 


Ss ? 
Die verſchiednen Wurzeln der Gleichung *» - 1 0 


werden daher in folgenden drey Formeln enthalten ſeyn: 


XI 


ar — 2. — 
rc cos gc V — 1 sin d c cos 7a & V— 1 sin 72? 


me ar J. Of ein. eos! ., sin 144° 

Die Bemerkung, die wir ſo eben gemacht haben, iſt all— 
gemein, man wird immer bey den Vielfachen von ſte⸗ 
hen bleiben koͤnnen, welche den Exponenten der Gleis 
chung deren Wurzeln man ſucht, nicht uͤberſteigen; vor⸗ 
ausgeſetzt, daß man / — 1 das Zeichen + giebt; ich 
glaube aber dennoch zeigen zu muͤſſen, wie man alle die⸗ 
ſe Wurzeln ays dem einzigen Ausdruck 


* San I in un 
* m 


II. Theil. C zie⸗ 
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ziehen kann. Der allgemeine Ausdruck der Factoren vom 
zweyten Grade giebt die drey Reſultate: 


„ 1 xXx — 2X ＋ 1 
\ 2x & ; 
* A ＋ IAS Xx — 2* cos 22 ＋ 1 


ua 
X 2xcos = +I=x° — 2xc0s144" + 1; 


und da der erſte dieſer Ausdrücke nichts anders als das 
Quadrat von * — ı ift, fo hat man zuletzt 

x —1=(x— I) G- ax ces z' I) (X- Ax cos 144 ＋ 1). 
Ich gehe zu x’ ＋ 1 o über, hier find die ungeraden 
Vielfachen, deren man ſich bedienen muß, und indem 
man die, welche s uͤberſteigen, weglaͤßt, findet man, daß 
* ＋ 1 c in die drey Formeln enthalten find. 


7 ER - — 
Rx S cos = 1 e sin 36° 


* — | * BEE 
x == cos Beyer sin 5. cosieg LVZisiniog® 


R D cos 3 sin e. —_ I: 
5 5 : 
Aus dem Ausdruck der Factoren des zweyten Grades 
zieht man 
RK — ax cos — TIA —2Icos 36° + 1 
= 
* — Axcos 7 T1 =* — ax cos 108 ＋ 1 
* — axc0s S. TI XI Taz TIS (ET 1 


und man wird haben 
* TI ( X-axces 36-1) (-x cos 108 +1) (x+1) 
8 Ich 
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Ich werde noch die Factoren der beyden Gleichungen 


* — 1 o, 


Xx ＋ 12 0 


beſtimmen. Die vom erſten Grade werden ſeyn 
5 fuͤr die erſte 


m — —— 


R 5 


Or 2 
X — eos d V. I ein g) 
0 6 


3 
* (eos EV ısın 2) 


x ＋ 1 


fuͤr die zweyte 


Dr 
R (os + A sin —) 


XR — (vos en) 


AR 
* — (cos > 
6 


Vs”) 


und die Factoren dom zweyten Grade werden ſeyn, 


fuͤr die erſte 


2 
8 


2 

* — axcos +t 
6 
8 x 

* — ax eoõ ＋ 1 


und wir beobachten, daß 


* 
eos - == ces 90° 


- für. die zweyte 
* 


2 5 
X ＋ 1 


35 


— 


* + ar eos g ＋ 1 


R — ar cos © ＋ 1 


= und ein v. So, 


169, 
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169. 

Die imaginaiten Wurzeln der Gleichungen von der 
Form am — 1 = o, werden in der Algebra ſtark ge⸗ 
braucht, wo man ſie mit dem Namen: imaginajre 
Wurzeln der Einheit, bezeichnet; und es ſind wirk— 
lich verſchiedne Zuſammenfuͤgungen von algebraiſchen Zei⸗ 
chen, welche, ſobald mau ſie den Operationen unterwirft, 
durch welche man irgend eine Potenz entwickelt, die 
Einheit zum Reſultate geben; dieſe Wurzeln haben un⸗ 
ter ſich in jedem Grade, ſehr merkwuͤrdige Relationen 
und welche leicht aus ihren allgemeinen Ausdruck aha 
leiten ſind. 

Man hat aus dem Woehergegenden gefunden, daß 


28 * 2n x 
* cos — + West sin— 
m m 


ſey; aber man ſieht leicht, daß 
2n — . 2nx 27 — 22 
cos +V-1 sin = (eos —— V- 1 ein ) 
(Einl. Num. 41) 
wenn man daher durch */ die Wurzel bezeichnet, welche 
die Formel 
— * In 
II m 
giebt, und die man zuerſt findet, fo erhält man alle 
andern, indem man die r Potenzen X“, x, x“, 
bildet. 


Dieſe Eigenſchaft findet man nicht bloß in der Wurzel, 
welche wir durch * bezeichnet haben, denn, wenn man 


» 5 2 
irgend ein Vielfaches p von dem Bogen — nimmt, ſo 


hat man ebenfalls 
cos 


Digreſſion über die Gleichungen. 37 


anp? an — 
cos n U —y=ı 


r on=)» 
= eos + i sin — N 


und zu gleicher Zeit wird der Ausdruck 


— 2npr 


+ V-ı 1 sin 


cos 


in einer der Wurzeln =» gegebnen Eleicung enthalten 
ſeyn, weil der Bogen = immer nur die Summe eis 
ner gewiſſen Anzahl von halben Peripherien, und eines De 


88 = und x enthaltenen Bogen iſt. 


Das nemliche kann auf eine ſehr einfache Art, ohne 
Huͤlfe vom Sinus und Coſinus bewieſen werden. 
Denn wenn man annimmt, daß x’ irgend eine Wurzel 
des Gleichung sm — 1 So bezeichnet, ſo erhält man 

xm I, x/azm I, X I T; 
und ä/ am — (xa) m, x 103m (x“ z)m etc.: 
woraus folgt, daß die verſchiednen Potenzen u“, x etc. 
ebenfalls der vorgegebnen Gleichung befriedigen. Die 
Zahl der verſchiednen Wurzeln, welche man auf dieſe 
Weiſe erhalten wuͤrde, kann nicht m uͤberſteigen; denn 
ſobald man zu zum gekommen, iſt, findet man die Einheit 
wieder, und es koͤmmt hernach 
XI mE — , XI m = x’? etc,‘ 
die Gleichung 
Xm ＋ I 2 o 
würde zu Kefultaten führen, die den vorhergehenden ana⸗ 
log wären, mit dieſem Unterſchiede, daß man nur ungera⸗ 
de Potenzen von irgend einer der Wurzeln anwenden 
C 3 duͤrfte; 


* 
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. \ 


men dürfte; wie man leicht aus den für dieſen Fall im 
vorigen Artikel gegebnen allgemeinen Ausdruck ſehn wird, 
oder indem man bemerkt, daß, da sm= — iſt, man 
nur dann i 1 

(x' m)n = (xn m = — 1 
haben kann, wenn man fürn eine ungerade Zahl 
nimmt. R 


170. 


Die Erforfkung der imaginairen Wurzeln der Glei— 
chungen zn = 1 = o, hängt, wie man ſieht, von der 
Diviſion der Peripherie des Kreiſes in eine Anzahl m 
von gleichen Theilen, oder von der Beſchreibung eines 
regulaͤren Polygons von m Seiten ab. Jedesmal, wenn 
der Exponent m in einer der Progreſſionen 

2: 4:8: 16 ete., = 3: 6: 12: 24 etc, 
5 10: 20 40 etc. 
enthalten ſeyn wird, kann man dieſe Operation mit dem 
Linial und dem Zirkel ausfuͤhren, oder gerade zu die 


Ausdrucke der Sinus oder Coſinus der Bogen, =, etc, 


Zi 
a = „etc. berechen, wo denn nur quadratiſche Wur⸗ 
m 


jelgrößen hineinkommen. 


171. 
Allgemein, wenn m und m“ zwey Primzahlen unter 
ſich ſind, und man weiß die Gleichungen 
xm 1 = o, wrı=o, 
aufzuloͤſen, fo würde man auch die Gleichung 
} xm m! 1 = o 
f auf⸗ 
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aufzulöſen wiſſen, denn indem man am = y annimmt, 
erhält man ym’ 1 und ſobald man durch = its 
gend eine der Wurzeln dieſer letzten Gleichung bezeich⸗ 
net, hat mon hernach zu = , wo n — 4 s iſt, 
ein Reſultat, welches man auf die Form im — 1 2 0 


m 
zuruͤckfuͤhren kann, indem man t / = x macht. 


Man kann zu dem Ausdruck der Wurzeln der Glei⸗ 
chung em m/ = ı = o gelangen, indem man nur die 
Sinus und Coſinus der Bogen, welche aus den Diviſio⸗ 
nen der halben Peripherie und ihrer Vielfachen, in m und, 
m’ gleiche Theile entſtehn anwendet. Um dies zu bewei⸗ 
fen wollen wir ſogleich die Gleichung xm / 1 0 ber 
trachten. Wenn wir von der Gleichung u — 128 0 
und zm — 1 So zwey Wurzeln unter ſich multipliciren, 


ſo haben wir } 
-#YVZ 5 7550 
mi 


(oT P En (er. 
„ „ —— 7 * 
cosa) Kalt Be +n'm 
nm’ Se nm‘ 
Indem wir dies an mit dem Ausdruck 


2 1 En 
nm’ 


vergleichen, welches die Wurzeln von zum — 10 
vorſtellt, fo ſieht man daß beyde auf das nemliche zürüͤck⸗ 
führen, wenn nm‘ + nm = n“ iſt. Da aber m und 
m‘ Primzahlen unter ſich ſind, ſo folgt aus der Theorie 
der unbeſtimmten Gleichungen vom erſten Grade, daß 
man fuͤr n und n' immer Zahlen finden wird, welche 
der obigen Gleichung entſprechen. 


E Man 


n’ 


cos 2 
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Man bemerke, daß, wenn man n“ == ı macht, fo 
kömmt 


nm! + um“ 2 * 
cos 2 —— )r cos —, 
nm mm 


. n’m! ＋ nm“ uch, 
sinza]l ————— Ir = gin a 
mm‘ 


n m 


und man wird folglich den Sinus und Cofinus des Bo⸗ 
gens finden, welcher das Reſultat der Divifion der Pe— 
ripherie in eine Anzahl mm’ von gleichen Theilen iſt, 
wenn die des Bogen — und = gegeben find, und 
man wird n und n“ nach der Gleichung um! ＋ nm EK 
beſtimmt haben. 7 


Die Gleichung amm! ＋ 1 So führt zu analogen 
N Man wird in dieſem Falle haben 


es (-_— . — 13 2 * 


N eos Ge + =) 8 sin ( —9 . 


an + i) m“ u (an“ + 2 
== cos ; 


1 
> 
J 
7 
> 
J 


8 


mm‘ 
+ A ein (2n + 1) m“ + (an + Im 4 
Fe ( mm‘ 3) 
4 oe 4 
Scos (= 2 5 * Em sin me) , 
mm mm 
woraus man folgert 
(an + i) m' + (an T m = an” ＋ 1. 


172. 
Die Gleichungen von der Form 
xam — apm ＋. q 2 o, 


koͤn⸗ 
* 
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koͤnnen wie diejenigen behandelt werden, die nur zwey 
Glieder enthalten. Indem man fie nach Art des zwey⸗ 
ten Grades auflöfet, zieht man daraus 
an p TV d: 
fo lange p' größer als q iſt, find die Werthe von xu 
reel, und indem man fie durch « und 8s 8 hat 
man die beyden Gleichungen 
xm — % o, und am — 4 2 o, 

woraus man die imaginairen Wurzeln nach den Formeln. 
der 167. Num. findet. 

Wenn man p' T g hat, fo giebt man den Werthe 
von xm die Form 


p LV F i, 
und indem man 4 a, und / — p’ b, macht, fo 
koͤmmt an = a ＋ b 1, man braucht dann nur 
aus dem Ausdruck a E b 1 eine Wurzel vom 


Grade m zu ziehen. Wenn man die Formeln von Rum. 
166 wieder vornimmt, ſo findet wan daraus 


“Pr 
I. 


und der allgemeine Ausdruck der 1 975 Wurzel wird 
ſeyn 


= V D = cos z 2 = 


— 


m m 


Wenn man von den einfachen Factoren einen durch den 
andern multiplicirt 


25 an en® * 
* — (eos + + er 
m 


15 2h 2 ih 2 
rm (eos + i sin + 


C 5 ſo 


X 

pe m an d2n 

x — Nei — Un e 
m, m) 
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ſo ſtellt das Product 


R* — eee + 2 
m 
alle Re, vom zweyten Grade vor, weiche die gegeb⸗ 
Gleichung haben kann, und man wird bemerken, daß, 
wenn man in dieſer Gleichung r? anſtatt q, und rcosz 
ſtatt p fest, dieſelbe a 
„ 2m — ar xm cos Tr = O 
wird. Indem man r = 1 annimmt, hat man 
xzm — xm cos z ＋ I 0, 
und die Formel der Factoren vom zweyten Grade wuͤrde 
ſeyn 
; — 
xXx — 2x cos —— ＋ 1. 
Dieſe Hypotheſe vermindert die Allgemeinheit der Reſul⸗ 
tate nicht im Geringſten, denn wenn man 


* 2, 
C 


macht, ſo koͤmmt die Gleichung 
72m — ZaWyMcosz ＋ 22m = o, 
welches man immer mit 
a 7 — Pm ＋ o 
Vergleichen kann, vorausgeſetzt, daß 
B 
ſey. In Allem Vorhergehenden wuͤrde dadurch nichts 
geändert werden, wenn der Coefficient p negativ waͤ⸗ 
re, nur der Vogen x würde dann mehr als go” be: 
tragen. 5 


173. 
Die Aufloͤſung der Gleichung em T am = o, welche 


in Num. 167 gegeben iſt, und die uns die Factoren von 
. f der 
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der Große zw T am bekannt gemacht hat, wird uns das 
Mittel an die Hand geben, die ſchoͤne Eigenſchaft des 
Kreiſes zu demonſtriren, welche das Theorem des Cotes 
enthaͤlt, und ſo lautet. 


Wenn man den Umfang. eines Kreiſes, der 
mit einem Halbmeſſer Sa beſchrieben iſt, in eine 
Anzahl zm von gleichen Theilen Mi, M., M., 
M, etc. (Fig.la) theilt, und von einem auf dem 
Diameter MCM, gelegnen, von dem Mit: 
telpunet C und 0 = x entfernten Puncte 
nach, von verſchiednen Theilungspuncten 
die geraden Linien OM, OM, OM, OM,,... 
zieht, ſo wird das Product von allen denen, 
welche mit den durch eine gerade Zahl be⸗ 
merkten Theilungspuncten correspondiren 
gleich am — xm ſeyn, wenn der Punct O inner- 
halb des Kreiſes, und gleich n — am, wenn er 
außerhalb des Kreiſes liegt. Die geraden Li⸗ 
nien, welche nach den ungeraden Theilungs⸗ 
puncten geführt werden, geben, wenn man fie 
unter ih multiplicirt, die Große am + xm. 


Ich will nur den Fall beweiſen, wo O innerhalb des 
Kreiſes liegt, weil es leicht ſeyn wird, den andern auf 
eben die Art zu beweiſen. Wenn man von dem Punete 
M. die Perpendiculaire M. P auf den Diameter MM, fals 
len laͤßt, ſo hat man aus Bier ane 


G. = OP ＋ Pi,; 
aber PM, ſtelt den Sinus des Bogens MM. in dem 
Kreiſe deſſen Radius = a iſt, vor, und CP iſt der Eos 
ſinus. Man wird daher nach den Sinustafeln, die fuͤr 
den Radius = 1 berechnet find, haben 

PM 
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PM = asinMM,, CP=acosMM,, OP = QPSco 
N cos MM. — x 
und endlich 
61d. = a“ — ax cos MM. ＋ x“: 
Die Werthe von OM, OM, ... erhält man, indem 
man die fir OM. gefundnen Bogen MM., MM.. 
dem Bogen MM, fubftituirt. Wenn man nur die nimmt, 
welche den geraden Theilungspuncte entſprechen, und die 
halbe Peripherie immer durch = bezeichnet, fo koͤmmt 
2 uu: = , MM. = ; 
m m 
daraus 
Si. © a”. — ax cos — + x’, 


—2 


= 12 
GNM. = a. — aa cos 2 ＋ ** 
m 


— * 


Aber die Linien OM, OM. . .. welche auf einer Seite 
des Diameters liegen, haben ihre correspondirenden 
O M., OM, auf der andern Seite, die ihnen reſpective 
gleich ſind, fo daß man ſchreiben kann OM. X OM,, 
anſtatt 6 M.; OM. X OM, ſtatt Oi, und ſo fort, 
wenn die Diviſionen in groͤßerer Zahl waͤren. Man be⸗ 
merke zu gleicherer Zeit, daß die Linien OM die Größe 
4 — x vorſtellt. Dies feſtgeſetzt, fo folgt aus Rum. 168 
daß m ungrade iſt, 


am — xm = (a - ) ( — aa cos — ＋ X * 


(a? — ax cos = RR 


indem’ man ftatt der Factoren der zweyten Hälfte ihre 
Ausdruͤcke in Linien fest, ſo hat man 


am m 
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am _ım= OM X OM. X OM. X OM. X OM. 
Da die Bogen MN,, MN, MM; . . ., welche den un: 
graden Theilungspuncten correspondiren, gleich ſind 


2 r Gr 3er 10 r 5r 
— zo, — EZ —,, — ——— 
m m m m 2m m 


ſo findet man 
— * 2 
OM. = a® aa x cos er + x”, 


vr 2 Zu = 
OM, S a’ — 2axcos— Ex 
. an 
und OM. = a + x; aber da man 


am 4. Xn c (4 ＋ x) (a? — aa x cos Br =’) 
ö . ae f 


XGA aa x cos — * x) 
hat, fo erhält man 
am . xm = OM. X OM, ou. X Ou. X o,. 
Da m eine grade Zahl ift, wie in Fig. 3, ſo entſprechen 
die beyden Theile OM und O Ms des Diameters der eine 
ſowohl als der andere, den mit einer graden Zahl bes 
zeichneten Theilungspuncten, und geben die beyden Fac⸗ 


toren a — x, und a ＋ x, welche die Groͤße an — xu 
in dieſem Falle hat. 


174. 

Cotes der ſehr jung ſtarb, hinterließ in feinen Pa: 
pieren das vorhergehende Theorem ohne Beweis. Moi⸗ 
vre und Bernoulli erſetzten ſolchen, aber der erſtere 


gab dem Theoreme eine Erweiterung dermittelſt welcher 
er die Zerlegung des Ausdrucks 


aam — gam xm cos ＋ xam 


46 | Drittes Capitel. 


in reele Faetoren vom zweyten Grade bewirkte. Hier 
folgt dieſe Erweiterung. 

Anſtatt den Punkt M, als den Urſprung der Divi⸗ 
flon des Kreiſes am Ende des Halbmeſſers 0 0, zu neh⸗ 
men, nimmt man zuerſt einen Bogen AM Fig. 4, welche der 
mte Theildes Bogens 2 ſeyn mag, und durch AB vorge: 
ſtellt wird; nachgehends theilt man den Umfang des Krei⸗ 
ſes in m gleiche Theile, indem man vom Punkt M ans 
fängt, und erhält alsdann 

azm - am xm cos 24 xm AC 2A > 00 cos 2 

+00” =OMX GOM. OM. u. f. w. 
Um ſich von der Wahrheit dieſer Gleichung zu verſichern, 
muß man ä daß 

A , AM S, AM, 1 ſ. w. 


und wie in a vorhergehenden RE den Werth von 


5 O., u. ſ. w. ſuchen; man wird durch dieſes 
Mittel die nemlichen Factoren finden, wie diejenigen 
find, welche die Formeln von Num. 172 für den Aus⸗ 
druck N | 

azm - ZanyMcosz ＋ x2m 
geben wuͤrden. 


175. 


Die Anwendung der Formeln von Num. 166 führt 
uns zu einem ſehr einfachen Ausdruck der Wurzeln von 
der Gleichung des zten Grades, in dem irreduetibeln 
Falle. Man weiß daß die erſte Wurzel der een 

* — p rf = o. 
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und daß ſie ſich dem Scheine nach, unter einer imaginai⸗ 


ren Geſtalt darſtellt, wenn Sp’, follte 395 übertreffen. 
Wenn man 


und 


macht, ſo wird man 

* by a f 
bekommen, und man wird finden 

a' + = Ver" E cos c =» —— 

2 VA, p 
— * 2 — 2 
a A by I)er (cos „ein) 
[€ V zer € 3 3 


= (cs — V Tan) /B 
woraus 


2 ＋- 2 


8 p cos 3 — 


— ar ＋ 2 


entſtehen wird, und wegen 


4 2 — 2 
cos —— S 


kann der letzte dieſer Werthe, ſo e werden: 


K Yemunad 
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2 — 2 


* 2 — 2 V p cos 


Wir ſind zu gleicher Zeit zu den dreh Wurzeln der Glei⸗ 
chung a ae 
x — px ＋E A So 

gekommen, und dieſes wird diejenigen nicht wundern, 
die da wiſſen, daß der Ausdruck der erſten Wurzel von 
der wir ausgegegangen ſind, ſie alle implicite, wegen der 
cubiſchen eingebildeten Wurzeln der Einheit, die darinn 
als befindlich mit gedacht werden, enthaͤlt. Die andern 
koͤnnen ſich von der ſtrengen Richtigkeit unſerer Schluͤſſe 
überzeugen, indem fie, in denen bekannten Ausdrucken, 
der beyden letztern Wurzeln, die vorhin gefundene Wers 
the für die cubiſchen Radicalien, welche ſich in den er⸗ 
ſtern Werth einſchleichen, ſubſtituiren; ſie werden haben 


Fass 2 ; 2 
25 € cos — — = 

sp 9 V3 sin 50 
27 770 cos = +3 VI sin = 


und wenn man ſich erinnert, daß 


22 8 ; 
3883 = und. 


ER f 5 
1 mw — 3 3 
ſo werden ſie die vorhergehenden Ausdruͤcke in 
2 ＋ 2 


2 — 2 
* 


und = 2 r pe cos 


— 2 Vip cos 


verwandeln. 


176. 
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Man wird eben fo finden , daß der allgemeine 
Aus druck f a 


in m z 
2a ＋ b VI +:3VYa+bY-ı 
immer reel iſt, und ſein Werth 


I 2 
rm cos — 
m 


iſt. Man wuͤrde die Gleichung von welcher er abhängt 

bilden, indem man den cosinus des mten Theils eines ge: 

gebenen Bogens ſuchte. In der That, es ſey mx — z, 
N 2 g 

fo wird man x = bekommen, und wegen Num. 40. 


der Einleitung, wird. man finden 


cos2= (cos? +V-1 DE 
23 10 cos — — Zr 


wenn man dieſe Sieſchung entwickelt, indem man = in 


der Stelle von cos: ſetzt, und 
1 


1— — 


- ., ein 1 
cos — — sin — = 
In 75 72 4¹ * 


macht; ſo 2 — daraus die Gleichung entſtehen, welche 
y in a geben foll: man hat aber auch 9 erwaͤhnte 


Num. 
08 ie z 
es g (eos z + 1 sin z) m 


＋ 2 (eos 2 — 7 a 
30 m 
II. Theil. D wo⸗ 
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* Be m ER 
( Ä 
es gehört nicht zu meinem Gegenſtande die Gleichungen 
abzuhandeln, welche aus der Divifion, eines in einer bes 
liebigen Anzahl gleicher Theile getheilten Kreisbogens, 
entſtehen; da ſie aber wegen ihrer Geſtalt und Eigen» 
ſchaften ſehr merkwuͤrdig find, fo habe ich ſolche wenig⸗ 
tens den Leſer anzeigen wollen. 


alſo 


. 


177. 


Da die Kenntniß der eingebildeten Wurzeln der 
Gleichungen, für einen wichtigen Zweig des Integralcal— 
culs nothwendig iſt, ſo halte ich es fuͤr noͤthig mich uͤber 
dieſe Materie noch in einigen Details einzulaſſen. 

Es ergiebt ſich aus dem erwieſenen Lehrſatz Nr. 163, 
daß umdie eingebildeten Wurzeln einer beliebigen algebrai⸗ 
ſchen Gleichung zu erhalten, man ſolche in Factoren vom 
zweyten Grade zerlegen muß. Aber dieſes Mittel ziehet gro⸗ 

ße Unbequemlichkeiten nach ſich, indem es die Aufldfung 


a 5 m(m— 1 
einer Gleichung vom Grade mr erfordert, che 


man ſelbſt noch wiſſen kann, ob die vorgegebene vom 
Grade m, eingebildete Wurzeln hat oder nicht. Die 
Geometer haben Methoden geſucht, welche ihnen 
die Anzahl dieſer Wurzeln anzeigen koͤnnten, unabhaͤn— 
gig von der Auflöſung einer Gleichung, und ich werde 
vortragen was Lagrange zum allgemeinſten in dieſer 
Ruͤckſicht gefunden hat. 


e Es ſey 4, 6, 7, 9, etc, die Wurzeln einer Gleichung 
vom Grade m, unter welchen ſich verſchiedene eingebil⸗ 
dete 
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dete befinden, dieſe letztern find nothwendigerweiſe paar⸗ 
weiſe, und von der Form 


a K b V-ı 4, = b. 
Wenn man die Unterſchiede der Wurzeln von dieſer Glei⸗ 


chung nimmt, ſo koͤnnten ſie nur eine von den folgenden 
Formen ſeyn: 


a — 6, — 2 f b, aa ＋ (b b, 
N . 
Macht man die Quadrate von dieſen Ausdrucken, fo- 
wird man fuͤr den erſten ein reeles und poſitives und fuͤr 
den vierten ein reeles und negatives Reſultat finden; die 
beyden anderen werden eingebildete Reſultate geben, 
wenn man nicht wenigſtens in einigen Fällen bb“ hat, 
a und a“ bleiben ungleich; ob es aber gleich geſchieht, 
ſo wird nur das Quadrat von dem Unterſchiede zwiſchen 
den zwey eingebildeten Wurzeln, welche zuſammen gehoͤren, 
negativ ſeyn. Es folgt daraus, daß die Gleichung von 
welcher die Wurzeln die Quadrate der Unterſchiede, die 
ſich unter diejenigen von der vorgegebenen befinden, ſeyn 
würden, eben fo viele negative Wurzeln hat, als dies 
ſe letztere Paare eingebildete Wurzeln hat. 


Man kann die Gleichung hervorbringen, welche die 
Quadrate der Unterſchiede zwiſchen die Wurzeln der Vor⸗ 
gegebenen giebt, und welche ich die Gleichung (D) nen- 
nen werde, indem man nach dem Verfahren in Nr. 160, 
das Produkt der Factoren 
ee, 2 = e 
entwickeln werde, und nachher gleich Null ſetzt. 


3 D 2 i 278. 
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Hätte man eine ſichere Regel zu beurtheilen wie viel 
negative Wurzeln die Gleichung (D) hat, ſo wuͤßte man 
dadurch wieviel Paare von imaginairen Wurzeln die vor⸗ 
gegebene Gleichung enthält: Ungluͤcklicherweiſe bietet die 
Analyſis kein unfehlbares Mittel dar dieſen Gegenſtand 
zu erfuͤllen. Dennoch hat Descartes erkannt daß eine be— 
liebige Gleichung ſoviel poſitive Wurzeln haben konnte, 
als Aenderungen der Zeichen von + in — oder von — 
in + in der Folge der Glieder woraus fie beſtehet vor 
kommen, und foviel negative Wurzeln, als Folgen deſ— 
ſelben Zeichen darin ſind. Dieſer Satz, deſſen Wahrheit 
zuerſt beſtritten würde, iſt durch de Gua vollſtändig be— 
wieſen, und kann deutlicher und allgemeiner folgender: 
maaßen vorgetragen werden: 

Jede Gleichung kann nicht mehr poſitive 
Wurzeln haben, als ſich Zeichen -Abwechſelun⸗ 
gen zwiſchen ihren Gliedern finden, und nicht 
mehr negative Wurzeln, als ſich Folgen dep 
ſelben Zeichen finden, und wenn die Gleichung 
nur reele Wurzeln enthielte, fo würde fie da: 
von ganz genau ſoviel pofitive haben, als fie 
Abwechſelungen der Zeichen hat, und fo viel 
negative, als ſie Folgen deſſelben Zeichen hat. 

Dieſes Theorem, welches wir weiter unten beweiſen 
werden, läßt uns fehen, daß, wenn die Glieder der Gleis 
chung (D) wechſelsweiſe poſitiv und negativ find, d. h. 
weun fie keine Folge deſſelben Zeichen hat, fie keine an— 
dere als reele und poſitive Wurzeln haben wird, weil 
ihrer Natur nach, fie keine imaginaͤire Wurzeln haben 
kann, ohne zu gleicher Zeit Wurzeln zu haben die negas 

tib 
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tiv ſind; und man ſchließt daraus, daß alle Wurzeln der 
vorgegebenen Gleichung in dieſem Falle reel ſeyn werden. 

Ferner, wenn in der Gleichung (D) das letzte Glied, 
welches, wie man weiß, das Product aus allen Wurzeln 
iſt, negativ iſt, ſo wird ſie eine gerade oder ungerade 
Anzahl von negativen Wurzeln haben, je nachdem ſie 
von ungeraden oder geraden Grade ſeyn wird, denn 
das Product A TBB eines Paars von imaginairen Wur⸗ 
zeln A B V1, iſt immer poſitiv. Im erſten Falle 
wird die vorgegebene Gleichung eine gerade Anzahl Paa— 
re von imaginairen Wurzeln haben, und im zweyten 
Falle eine ungerade Anzahl Paare. Allgemein, die vorz 
gegebene Gleichung wird nicht mehr Paare von imagi⸗ 
nairen Wurzeln haben koͤnnen, als ſich Folgen deſſelben 
Zeichen, zwiſchen den Gliedern der Gleichung (D) finden. 

Die vorſtehenden Betrachtungen fuͤhren nur noch 
erſt dahin, ſich zu verfichern, ob eine gegebene Gleichung 
imaginaire Wurzeln hat, und eine Grenze zu finden, 
die ihre Anzahl nicht uͤberſteigen kann; folgen wir aber 
den Geiſt der Methode, fo machen wir neue Huͤlftglei⸗ 
chungen, die keine negative Wurzeln haben koͤnnten, in 
ſo fern die vorgegebene Gleichung wenigſtens vier nega⸗ 
tive Wurzeln haben wird, andere Hülfsgleihungen die 
nur poſitive Wurzeln haben werden, inſofern die Anzahl 
der imaginairen Wurzeln der vorgegebenen Gleichung un⸗ 
ter 6 waͤre, u. ſ. w. 

Im erſten Falle muͤßte man, die Gleichung ſuchen, 
welche das Quadrat des Unterſchiedes zwiſchen der Sums 
me don zwey beliebigen Wurzeln der vorgegebenen Glei⸗ 
chung, und die Summe der beyden andern ohne Auswahl 
genommenen, giebt; im zweyten Falle, die Gleichung 
welche das Quadrat des Unterſchiedes zwiſchen der Sum⸗ 

D 3 me 
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me von drey beliebigen Wurzeln, und die Summe von 
drey andern ohne Auswahl genommenen Wurzeln, und 
ſo weiter. 


179. 

Wenn man auf irgend eine Art dahin gelangte, die 
negativen Wurzeln der Gleichung (D) zu finden, ſo wuͤr⸗ 
de man den Ausdruck der imaginairen Wurzeln der vor— 
gegebenen Gleichung daraus ableiten. In der That, 


wenn man in dieſer letztern a b F anſtatt x ſub⸗ 
ſtituirt, den reelen und imaginairen Theil jeden beſon— 
ders gleich Null ſetzt, ſo wird man zwey Gleichungen 
haben um die unbekannten Größen a und b zu bejtims 
men. Wußte man aber den Werth von b a priori, und 
ſetzte ihm in einer oder der andern dieſer Gleichungen, 
ſo muͤßten die zwey Reſultate durch den nemlichen Werth 
von a befriedigt ſeyn, und dieſe Reſultate hatten noth⸗ 
wendig einen gemeinſchaftlichen Factor, welcher à zum 
erſten, zweyten, oder zum dritten u. ſ. w. Grade erho⸗ 
ben enthalten wuͤrde, je nachdem daß der Werth von b 
einem, oder zwey, oder drey, u. ſ. w. Werthe von a 
entſproͤche; da nun das Quadrat von der Differenz zwi⸗ 
ſchen den beyden imaginairen Wurzeln, die in der For⸗ 
mel a * b enthalten find, — 45° iſt, fo wird 
die Größe b die Hälfte von dem Quadrat der Wurzel, 
des durch die Gleichung (D) gegebenen Reſultat poſitiv 
genommen ſeyn: ſucht man alſo zwiſchen den genannten 
beyden Gleichungen den groͤßten gemeinſchaftlichen Thei— 
ler, ſo wird man, indem man ſie gleich Null ſetzt, die 
Gleichung haben die a beſtimmen ſoll. 


180. 
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Die Gleichung (D) hat auch andere nuͤtzliche Eigen⸗ 
ſchaften. Man ſieht z. B. daß ihr letztes Glied aller 
mal verſchwinden wird, wenn die gegebne Gleichung zwey 
gleiche Wurzeln hat, weil in diefem Falle eine der Gro 
fen ( — 9° = o werden wird. Wenn die vorgegebene 
Gleichung zwey gleiche Wurzeln hatte, weil alsdann 
darin drey von den Größen ( — , ( = , Gy) 
u. ſ. w. da find, welche ſich aufheben würden, fo verlöre dit 
Gleichung (D) ihre drey letzten Glieder. Allgemein: Eis 
ne Anzahl m von gleichen Wurzeln in der gegebnen Gleis 

„ nn — 1) 
chung wird > 


Glieder in der Gleichung (D) vers 


nichten, welche dadurch ein Mittel darbietet, das Daſeyn 
der Wurzeln zu erkennen. Wir werden uns dieſe Geles 
genheit bedienen, um zu zeigen, wie der Differentialcal⸗ 
cul das nemliche Ziel mit eben ſo viele Zierlichkeit als 
Leichtigkeit erreicht. 


Eine Gleichung P = o, welche gleiche Wurzeln hat, 

iſt nothwendigerweiſe von der Form: 
P XGA - n = o, 

und es folgt aus dem Nr. 133 Geſagten, daß alle Diffe⸗ 
̃ rentialen I, = a bis 455 Er verschwinden werden, wenn 
man x = = annimmt, weil fie den Factor (x — «) ents 
halten werden, welcher in der erſten zur Potenz n — 1, 
Be zweyten zur Potenz u — 2, u. ſ. f. erhoben ſeyn 


Die Gleichungen 


PP. ap 22 da-ıp 
Paz — — 
dx O 8 * — 0 Er Br Axn- T ©, 
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werden alſo zu gleicher Zeit ſtatt haben; und wenn man 
den gemeinſchaftlichen Diviſor zwiſchen der erſten und 
zweyten ſucht, ſo > man den Factor (x — -A has 
ben. 


Dieſe Betrachtungen würden leicht auf den Fall an: 
wendbar ſeyn, wo die gegebne Gleichung verſchiedne Ar— 
ten von gleichen Wurzeln . d. h. wenn ſie von 
der Form 

X( Xx — a)! (x ) etc. = o 
wäre; ihr erſtes Differential würde alſo hier 
(x — a (x — ) etc. 
zum gemeinſchaftlichen Factor haben. 


181. 


unter den verſchiednen Demonſtrationen, die man 
von der Carteſianiſchen Regel gegeben hat, von wel⸗ 
che ich Num. 178 Gebrauch gemacht habe, werde ich 
die von Segner waͤhlen, () weil fie mir von allen die 
einſachſte ſchien. Zur Abkuͤrzung, will ich unter dem 
allgemeinen Namen Abwechſelung die Aenderang der 
Zeichen, es ſey nun von Hin —, oder — in +, fo 
wie unter dem Ausdruck, Folge, jede Succeſſion des 
nemlichen Zeichens begreifen. 


Es ſey die Gleichung 
% A . U 0, 
gegeben, wo die Zeichen + und — ſich auf irgend eine 
Art folgen. ae man fie mit dem Factor x — 
a muls 


) Sie findet ſich in den Memoiren der Berliner Akademie v. 
J. 1756, Seite 292, 


— A 
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multiplicirt, welcher die poſitive Wurzel x = gicbt, 
erhaͤlt man 
xm A ＋ PU A. QA - . . UI Da 
e Fe Fr. - 8 
Die in der erſten Zeile dieſes Reſultats ſtehenden Coef⸗ 
ficienten find die von der gegebnen Gleichung mit dem 
nemlichen Zeichen genommen, womit fie von Anfang ber 
haftet waren. Die in der zweyten Zeile, ſind von die 
in der erſten, mit « multiplicirt, gebildet, aber mit einem 
entgegengeſetzten Zeichen, und ein Glied weiter rechts 
geruͤckt. Iſt dies feſtgeſetzt, fo folgt, daß, ſobald die 
obern Coeffieienten groͤßer als die untern find, fie. das 
Zeichen des Gliedes, in welchem fie ſich befinden beftims 
men; und da ihre Zeichen unveraͤndert find, fo haben 
fie auch unter fi) die nemlichen Abwechſelungen und Fols 
gen, wie in der gegebnen Gleichung; aber da das letzte 
Glied T Us immer ein dem Zeichen des vorletzten obern 
Coefficienten T. U entgegengeſetzt iſt, fo entſteht daraus 
eine neue Abwechſelung, welche die vorgegebene Gleis 
chung noch nicht hatte. 
Wenn man auf einen untern Coefficienten koͤmmt, 
deſſen Zeichen dem feines correspondirenden obern entge⸗ 


gengeſetzt und welcher groͤßer als dieſer obere iſt, ſo er, 


haͤlt man eine Folge der gegebnen Gleichung, welche ſich 
in eine Abwechſelung Andert; denn da das Zeichen des 
Gliedes, wo dies geſchieht, durch das des untern Coeffi⸗ 
cienten beſtimmt ſind, wird dem Zeichen des vorherge⸗ 
henden. Gliedes entgegengeſetzt ſeyn, welches man fuͤr 
das nemliche als das ſeines obern Coefficienten annimmt. 

Man wird die Wahrheit dieſer Behauptung fuͤh⸗ 
len, wenn man beobachtet, daß man nur gendthigt 


iſt / ſich des untern Coefficienten zu bedienen, wenn man 


D 5 d das 
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das Zeichen eines Gliedes kennen will, wie in Fällen, 
welche einen der beyden folgenden ähnlich find: 

+ Be +5 n — Rxm-3 — 8 J xm A, 

e Re) A: uf 

und wenn man annimmt, daß KR > S, fo wird die 
Ordnung der Zeichenfolge in dem erſſen + —, im zwey⸗ 
ten — + ſeyn. Ich habe den untern Eoefficienten im 
erſten Gliede nicht hingeſetzt, weil er nach der Hypothe⸗ 
fe keinen Einfluß auf das Zeichen dieſes Gliedes hat. 


Es iſt daher evident, daß jedesmal, ſobald man 
von der obern Zeile zur untern hinabſteigt, um das Zeiz 
chen zu beſtimmen, eine Abwechſelung entſtehn wird, 
welche nicht in der gegebnen Gleichung vorhanden war, 
und wenn man, nach dieſem Uebergang immer in der 
untern Zeile bleibt, fo findet man die nemlichen Abwech⸗ 
ſelungen und Folgen wieder, die in der gegebnen Glei— 
chung ſind, weil die Coefficienten dieſer Zeile immer ein 
ihrem erſten Zeichen entgegengeſetztes Zeichen haben. 
Wenn man von der untern Linie zur obern geht, fo 
kann man eine Abwechſelung oder eine Folge erhalten; 
denn es herrſcht keine Connexion zwiſchen dem Zeichen 
eines niedern Coeffieienten und dem des hoͤhern Coeffi— 
tienten vom folgenden Gliede. Wenn man aber annimmt, 
daß dieſer Uebergang in allen Foͤllen eine Folge verſchaf⸗ 
te, da das letzte Glied der neuen Gleichung einen Theil 
der zweyten Linie ausmacht, fo müßte man zum wenig⸗ 
ſten einmal öfter in dieſe Linie als in die erſte zuruͤck⸗ 
kommen, und folglich wird die neue Gleichung wenig— 
fieng eine Abwechſelung der Zeichen mehr als die gegebne 
haben. Eben fo verhält es ſich mit jeder poſitiven Wur⸗ 
zel, die man einführt, 


1 


Man 
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Man multiplicire jetzt die vorgegebne Gleichung durch 
den Faetor x + 4, welcher die negative N — 


giebt, wir werden dann haben. 2 
mf R + P) um aper . Ulx 2 0 
＋ bp. * T un} 


Die in der erften Zeile ſtehenden Coefficienten find hier 
noch dieſelben, und haben das nemliche Zeichen, als in 
der gegebnen Gleichung; die der zweyten Zeile ſind auch 
von denen der erſten Zeile, mit multiplicirt, und eine 
Stelle nach der rechten geruͤckt, gebildet; aber in gegen— 
waͤrtigem Falle haben ſie das urſpruͤngliche Zeichen bep⸗ 
behalten. 

Wenn man wie oben raiſonnirt, ſo wird man ſehn, 
daß man jedesmal, wenn man das Zeichen des untern 
Coefficienten zu nehmen genoͤthigt iſt, eine neue Folge 
erhalten wuͤrde, welche in der gegebnen nicht enthalten 
war Die hier angefuͤhrten Beyſpiele, 

＋ Rım-3 — 8 Jxm-4, — Rx m- ＋ 8 Ixm-4, 
＋ R 5 — aR) 

die den weiter oben gegebenen analog ſind, werden dieſe 
Folgerungen noch evidenter machen, weil, da K groͤßer 
als 8 iſt, man in einem + + im andern — — haben 
wird. Wenn man von der untern Zeile in die obere 
ſteigt, ſo wird man ohne Unterſchied eine Folge oder 
Abwechſelung erhalten koͤnnen. Aber indem man feſt— 
ſetzt, daß immer eine Abwechſelung Statt haben ſolle, 
ſo wird man deſſen ungeachtet ſchließen koͤnnen, daß die 
Zahl der Folgen wenigſtens um eine Einheit vermehrt 
ſeyn wird; weil das letzte Glied, indem es ſich in der 
zweyten Linie befindet, immer in dieſe Linie wenigſtens 
einmal oͤfter als in die andere zuruͤckkehren muß. Es 
folgt daraus, daß jede der vorgegebnen Gleichung zuge- 

eigne⸗ 
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eignete Wurzel wenigſtens eine Folge mit ſich brin⸗ 
gen. i 
Indem man dieſe Schlußfolge mit der vorhergehens 
den zuſammenhaͤlt, ſieht man, wie wir in Num. 178 bes 
hauptet haben, daß die Zahl der pofitiven Wur⸗ 
zeln irgend einer Gleichung, nicht die der Zei⸗ 
chten⸗Abwechſelung übertreffen kann, welche 
ſie in ſichenthält. Das nemliche gilt von den ne⸗ 
gativen Wurzeln, und den Folgen. Wenn die 
vorgegebne Gleichung bloß reele Wurzeln hat, ſo wurde 
man hierdurch auch beweiſen, daß ſie genau eben ſo viel 
poſitive Wurzeln als Abwechſelungen, und eben ſo viel 
negative Wurzeln als Folgen hat; denn wie groß auch 
die Zahl der Abwechſelungen und Folgen ſey, welche die 
poſitiven und negativen Wurzeln herbeigeführt haben, fo 
wird doch die Summe der einen und der andern, in dem 
Endreſultate der Zahl der um Eins verminderten Glie⸗ 
der, oder dem Exponenten des Grades der Gleichung, 
oder endlich der Zahl der Wurzeln gleich ſeyn; und da 
die Abwechſelungen nur von den poſitiven, ſo wie die 
Folgen von den negativen Wurzeln entſtehn, ſo folgt 
daraus, daß man eben fo viel Abwechſelungen als pofitis 
ve Wurzeln, und eben fo viel Folgen als negative Wur⸗ 
zeln haben wird, et vice versä. . 
Die imaginairen Wurzeln modifieiren dieſen Satz, 
weil ſie ſowohl bey Abwechſelungen, als bey Folgen Statt 
haben. In der That ſind die Wurzeln der Gleichung 
2 "top ＋ q 2 o,. 
imaginair / was p auch fuͤr ein Zeichen habe, ſobald 
p iſt. 
Man kann ſehr oft das Daſeyn imagtnairer Wur⸗ 
jeln, durch obige Regel erkennen, ſobald eine Gleichung 
z etli⸗ 
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etliche Gliede fehlen. Nehmen wir z. B. 
* p 

an. Wir koͤnnen durch + 0x” das zweyte fehlende Glied 
erſetzen, und wir haben daher 

* T ox ＋ px ＋ q o. 
Wenn man aber bloß das obere Zeichen betrachtet, ſo 
findet man nur Folgen, das untere Zeichen hingegen, 
giebt zwey Abwechſelungen. Da dieſe Reſultate von denen 
eins drey negative Wurzeln, ſo wie das andere zwey 
pofitive und eine negative anzuzeigen ſcheint, nicht mit⸗ 
einander beſtehen koͤnnen, fo zeigen fie, daß die Glei⸗ 
chung imaginaire 85 hat. Wenn man hätte 

* — px ＋ 4 o, 

und man ſchriebe es 

* S. ox. — br ＋ d S o, 
ſo würde man immer, welche Zeichen man auch feste, 
zwey Abwechſelungen und eine Folge haben. Dieſe 
Uebereinſtimmung der Reſultate beweiſet, daß fie, drey 
wirkliche Wurzeln haben kann, nicht aber, daß ſie ſie 
wirklich hat, denn man weiß, daß dieſes nicht geſchehen 
kann, wenn man nicht 2 p. 347 hat. 


182. 


Wir wollen jetzt die Geſtalt unterſuchen, welche die 
logarithmiſchen, erponentialen und Kreis-Functionen an⸗ 
nehmen, wenn ſie imaginaire Groͤßen in er ch enthalten. 
Es ſey zuerft 


a Kat U 97 
macht man 


* + b? 


a 5 
r, - e cos 2, — 2 sinz, 
r 5 
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0 


ſo koͤmmt 5 
a * b I e (eos z V1 sin 2) 

und folglich 

(a A b V- 1) D Ir + I(osz V- 1 sin 2); 
aber 

(eos 2 + — I sin 2) = . 2 / 1 (Einl. N. 38: 
daher 

la Lb i) = r K 2. 
Gegeben ſey bloß r, cos 2, und sin 2; man wird, wie 
in Nr. 166 ſtatt des Bogens 2, die Bogen a 
2 ＋ 2, 4 - 2 21. 2 
nehmen koͤnnen, wenn i eine ganze Zahl iſt: fo daß man 
für 1c + V—1) eine unendliche Menge Werthe, die 
in der Formel 
Ir £ ir + z)V— 1 
begriffen find, erhält. 
Wenn man bo macht, fo hat man 
ra, sin 2 , 2 , und la Ja 2isV_ 1. 
Dieſes Refultat, welcheszuerſt paradog ſcheinen wird, zeigt, 
daß eine reelle Große fuͤr ein nemlichen Model, eine unend⸗ 
liche Menge Logarithmen hat, wovon ein einziger reel iſt, 
nemlich der, welchen man erhält, indem man i=o 
fest, und welchen wir durch die Characteriſtik L bezeich⸗ 
nen wollen. Wir werden daher ſchreiben, 
la = La + 2ir ver 
Die Gleichung 
i * 2 = I (cos x +V-ı sin x) 

führt unmittelbar zur nemlichen Schlußfolge denn ins 


dem man fucceflive 
Xx = O, 3 = 222 „ air 
i macht, 


, 
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macht, giebt ſie 

d . LI, E 2 UI II, . Freier Viel, 
woraus man ſieht, daß die Einheit eine unendliche Men⸗ 
ge von imaginairen Logarithmen enthalt. Weil aber 
a IXa, fo kann man ſagen la=1ı la; und 
indem man für fa den reellen Logarithmen La ſubſtituirt, 
und ſtatt Ir, feinen allgemeinen Werth T zir Y—ı 
ſetzt, ſo findet man ſogleich 

la= 2 =+ 21 * i. 

Um dies wohl zu verſtehn, muß man ſich erinnern, 
daß die Natur der Logarithmen einzig von der Gleis 
chung (ab) = 1a + 1b abhängt. Wenn man in dieſer 
Gleichung für 1a und 1b ihre allgemeinen Werthe 

La + 2ir / und Lb & a1 
ſetzt, ſo wird die zweyte Hälfte, indem fie 
La+Lb= 2(i 4 % % VZı 
wird, nothwendig einer der Logarithmen von ab, welche 
in der Formel 
lab) = Lab) E a La ILbgg2½ , 
enthalten find, ſeyn. 

Welches alſo auch die Logarithmen von a und b 
ſeyn moͤgen, die man unter ſich addirt, ſo wird doch ihre 
Summe immer einen der Logarithmen des Products ab 
gleich ſeyn. 

Wenn man * = 180° = = macht, fo hat man 
dos = — 1 und wenn man (21 + 1) anſtatt 212 
ſetzt, findet man 

1 — 10 2 = (21 192 V1; 
welches uns zeigt, daß alle Logarithmen von — 1 ima⸗ 
ginaͤr ſind; das nm gilt felbft von — a; denn 


— 3 


64 Drittes Capitel. 


— a = X 1 und 1 — ) La ＋ in 1) 
daher 10 — a) La zi + dr V- ı 


f 183. f 
Mit Huͤlfe der vorhergehenden Betrachtungen loͤßte 
Euler die Schwierigkeit bey den Logarithmen der nes 
gativen Zahlen, welche der Gegenſtand eines ſehr lan⸗ 
gen Streites zwiſchen Leibnitz und Joh. Ber⸗ 
nouilli waren. Der erſte behauptete, daß dieſe 
Logarithmen imaginaͤr, der zweyte, daß ſie reel, und 
mit denen der poſitiven Zahlen einerley ſeyen. Wir 
koͤnnen nicht in das Detail der von beyden Seiten an— 
geführten Gründe gehen, aber einer der ftärfften Beweis 
fe welchen man für die Realität der Logarithmen der 
negativen Zahlen anfuͤhrte, war, daß man ſagte; weil 
(— a) = a' ſey, fo müßte 
(— a) S la, 21 — a Sala, 
und endlich 1 — a 2 1 a ſeyn. Die Eulerſche Theo⸗ 
rie beftätigt die erſte Folgerung und beweiſet, daß die 
andern beyden falſch ſind. 
In der That, hat man 
10 — a) = 21 - aS La N 202i 152 V1, 
und weil die Zahl 22 i + 1) gerade iſt, fo iſt dieſer 
Ausdruck in der Formel BER 
ala ＋ 21/1 *. 1 
begriffen, welche alle Logarithmen von a* darſtellt. Man 
hat alſo in einem gewiſſen Sinne IC — a)’ = lat, 
Wenn man die Ausdrucke 
21 — a 2 2La = 202i T 1) V1 
und ola= ala + 4isV —ı 
mit einander vergleicht, fo ſieht man, daß fie nie in 
einan⸗ 


* 
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einander fallen koͤnnen, weil alle Zahlen von der Form 


41 ＋ 2, weſentlich verſchieden von denen von der Form 
4i find; aber der allgemeine Ausdruck der Logarithmen 
von a“, muß alle Logarithmen, die man finden würde, in« 
dem man ohne Unterſchied die der Factoren dieſer Größe 
(Num. 182.) hinzugefügt, in ſich enthalten. Er begreift 
alſo außer den doppelten eines jeden der Logarithmen von 
Ta und — a, die Summen in ſich, welche man erhalten 
wurde, indem man zwey von den erſtern, oder zwey von 
den zweyten welche ungleich ſeyn werden, zuſammenaddirt. 
Cs ſey alſo g 
Ka La iT I T 1 
und la = 2La ＋ 206i T %% 7 
In dieſen letzten Ausdrücken finden ſich die Logarithmen, 
welche der Gleichung KL — 3)? = la? Genüge leiſten, weil 
(i + 1“) immer irgend eine gerade Zahl bezeichnen 
kann. 5 
Bernouilli zog noch aus der Quadratur der Hyper- 
bel einen andern Einwurf vom großen Gewichte, welche 
Euler beſtehen ließ; man hat aber ſeit dieſer Zeit darauf 
geantwortet, wie wir es auch im Integralcalcul bey den 
Quadraturen zeigen werden, und obgleich d' Alembert, 
welcher Bernouillis Meinung beygetreten war, Eulers 
Erklärung nicht annehmen wollte, ſo hat ſie jetzt doch 
den Beyfall der ausgezeichneſten Analyſten. 
184. 
Wir haben vorläufig den Ausdruck des Logarithmen 
der imaginairen Groͤße g 
a by = 1 r (cos ⁊ l 8 
geſucht, und zum Reſultat 8 u 
II. Theil, € 11 + 
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f Ir + (21 ＋ 0 1 
erhalten; indem wir die Frage umkehren ſieht man, daß, 
wenn der Logarithmus durch m n — 1 vorgeſtellt 
iſt, fo erhält man m = Ir, n= i- ＋ 2; und wenn 
man die Zahl, deren Einheit der Neperſche Logarith⸗ 
mus iſt, durch e bezeichnet, fo findet man r = em (Einl. 
Num. 32, am Ende) 2 

sinz = sinn, cosz = cosn; 
und endlich wird 

m. (cos n + 1 sinn) 

der Ausdruck der geſuchten Größe feyn. Dieſe Groͤße 
iſt reel, wenn n = o, oder irgend ein Vielfaches der 
8 Peripherie iſt. 


185. 
Der Ausdruck 
(a ＋ b FZD 
kann man unter der Form 
(mn /r Dla+bV) 
ausdroͤcken, weil allgemein pa + eur ift, davon man 
ſich uͤberzeugen kann, wenn man die Logarithmen 
nimmt. Wenn man anſtatt 10a + b Vr ſeinen dert 
Ir ＋ 2 1 ſetzt, ſo koͤmmt 
. Derne eren 
Semlr-e (mz Ankr) Vz 5 
=ewir-n[cos(mz-Fnlr) ＋ -ı sin(ma-Tnlr)] 
und weil emir — rm, fo hat man endlich 
@+b5V auf 
== mernz[cos(mz + nlr) + Kr sin (mz + nie) ], 
ein 
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ein Reſultat, welches von der Form A + 5.0 if. 
Man wird ſich erinnern, daß um dieſem Reſultate die 
ganze Allgemeinheit zu geben, die es verträgt, män- 
ai + 2 ſtatt 2 ſetzen muß. 


a 186. 
Nehmen wir an, daß man b = o habe, fo koͤmmt 
r S 4 2 , cosz = 1 und 
an = — ame- in- [eos aim + nla) 
+ A sin 2im® + nla) 1 - 
Wenn a eine Negative Größe wäre, fo nimmt man 
z = 180°, weil r immer eine pofitive feyn muß, fo 
nimmt man 2 = 180°, woher cosz = I, und ſchreibt 
man i +1 ) ſtatt 21, ſo giebt dieſes 
(-a)m tn rme-(2 if H)uf cos (C21 + Ye. nla) 


+V- ı ı sin((2i + im- DATE 
Wenn a und m = o wären, fo hätte man 


mb, cos z o, 288 90* . . 
2 2 
8 — — Zar 
und (17 — 1 1 2 Ceosnlb Vis eh ub); ; 


wäre b negatın, fo nehme man 


0 * i 
= 270 — und ae 
2 
Dieſer Ausdruck würde reel werden, im Fall man. 


b S1 annehme; und wenn man n = 1 und i 2 
. ſo gaͤbe er 


Den 
Ki 1) * e 7 0,207379; | 
ein Reſultat, welches feiner Singularität wegen, beftdr 


E 2 tigt 
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tigt zu werden verdiente. Dieſerwegen bemerke ich, daß, 


wenn man I ſtatt u in der Reihe 
lu = u —urt — u' — u-) ＋ (u' — u-) — eto. 


ſetzt, (Einl. Num. 29.) fo erhält man 
Iain 


5 
＋ e A . * 
8 


Die zwiſchen den Klammern begriffene Reihe bezeichnet 
den Werth des Bogens von 45° in einem Kreiſe deſſen 
Radius = iſt (Einl. Num. 38); alfo 


weil aber un = eulu, E hat man 


Vr . 
. Al + Fr 


+ ec, 
Man wird bemerken, daß die Gleichung 
1 * 2 ri 
2 
zu welcher wir jetzt gekommen find, 
ze 

5 — 1 — 1 
Dieſer Ausdruck von der Peripherie des Kreiſes welcher 
ſich auch aus der Gleichung 


1 = l(eos x + / 1 an 2. . 
ableitet, indem man x = = macht, und welcher von 
Joh. 
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Joh. Bernoulli gefunden worden iſt, iſt nur ein abgefürz 
tes Symbol, welches eine unendliche Reihe darſtellt. 


187. i 
Es ſey die Kreisfunction sin (a K b V— 1) gege⸗ 
ben, ſo hat man 
sin (ab 1) Ssin a cos (b E cosasin (bh 1). 
Um sin b 1 cos b — 1 zu erhalten, ſetze man 


bi ſtatt x in den Formeln von Num. 37 der Eins 
leitung, und es wird heraus kommen 


erb —eb b - e-b 
Berne ft 
2 


x 


ET -b 0 
eos (b /- 1) Zen 


Subſtituirt man dieſe Werthe, fo hat man 


sin (ab 1) (=) sina EVA sin a. 
Man wird auch finden 
| cos (a =) Se est Vu T sin a. 
Zu den Ausdrucken der andern Kreisfunctionen, als der 
Tangenten, Secanten etc, wird man eben fo gelangen. 
Da a = gie — = = 4 —. fo ku mm! 
sin a = 1, cos a = o, und 


ein (a . b /) S ze + ed; 
Die Annahme von a is giebt ebenfalls 
cos (a + b = 1 5 = = A (eb + — 
weil in dieſem Falle sin a = o und cos a = 1 iſt, 
E 3 nach 
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nach dem i gerade oder ungrade iſt. Es giebt alfo ima⸗ 
ginaire Bogen, deren Sinus und Coſinus einen reellen 
Werth haben. Man muß indeſſen beobachten, daß dieſer 
Werth mit der Natur des Kreiſes in Widerſpruch ſtehet, 
denn ſolange b nicht = o iſt, in welchem Fall der Bogen 
reel ſeyn würde, fo uͤbertrift die Größe 

ze + e = 
immer die Einheit oder den Radius, welches bey keinem 
im Kreiſe genommenen Sinus oder Coſinus Statt haben 
kann *). 


\ 

Man wuͤrde noch andere merkwuͤrdige Folgerungen 
aus den in dieſen Capitel erhaltenen Refultaten ziehn 
koͤnnen, und wenn man die Frage, welche uns da— 3 
hin geführt hat, umkehrt, fo würde man zum Ausdruck 
imaginairer Bogen gelangen, welche zu imaginairen Sinus 
oder Coſinus, oder vielmehr den reellen Coſinus und Si⸗ 
nus, die größer als der Radius find, entſprechen; aber 
wir verweiſen für dieſes Detail auf das Eulerſche Me- 
moire, welches in der Inhalts: Anzeige citirt iſt. 

188. 
Die Reſultate von Num. 163, 164, 182, 184, 185, 187, 
beweiſen, daß alle algebraiſche, logarithmtſche, 
erponentiale, oder Kreisfunctionen, ſobald 
7 5 ſi e 
*) Man wird in der Folge ſehen, daß die Exiſtenz dieſer Sinus 
und Coſinus die zu imaginairen Bogen gehoͤren, aus der Na⸗ 
tur der gleichſeitigen Hyperbeln entſpringt, eine Curve deren 


Eigenſchgften die größte Analogie mit denen des Kreiſet 
haben. f a 
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fe ae find, auf die Form A ar 
zurückgefuͤhrt werden konnen. 


189. 


Ich habe geglaubt, die Eliminirung der unbekann⸗ 
ten Größen in den algebraiſchen Gleichungen, welche in 
keinem Elementarwerk der Algebra unter einem allge⸗ 
meinen Geſichtspuncte dargeſtellt worden iſt, hier ergaͤn⸗ 
zen zu muͤſſen, und das um fo mehr, da die deutlichſte 
Theorie dieſer Operation auf den Eigenſchaften der ſym⸗ 
metriſchen Functionen beruht, die ich im Anfang dieſes 
Capitels abgehandelt habe. Es ſeyen die beyden Gleis 
chungen n 

xm TEPE ET O- ＋ Rx 3. , TX TU Sg o.. . (I) 
PR- ＋ QA -a . RR 2 . VX Z. S .. (); 
Das erſte Mittel, welches ſich darbietet, um x aus dieſen 
Gleichungen fortzuſchaffen, beſteht darin, in einer von 
ihnen den Werth von x zu nehmen, um ihn nachher in 
der andern zu ſubſtituiren. Nehmen wir alſo an, daß 


die Gleichung (1) aufgeloͤßt ſey, und daß man daraus 
die verſchiedenen Werthe 


Xx . , X 2 8, X 2 ,. Xx dete. 


gezogen habe; da fie alle zu der gegebnen Frage gehoͤ⸗ 
ren, ſo muͤſſen fie ohne Unterſchied in die Gleichung (2) 
geſetzt werden, und werden alſo ſoviel von x befreyete 
Refultäte hervorbringen, als die Gleichung (1) 3 
hat; man wird alſo ſeparirt haben 
FA 4-Qlan-2 ＋ Ri- EV + ZI=0l 
en ＋ FK A On- ＋ RA 3 %s ＋ Z! 
ga PA. O- HR n- VT Z 
zu ＋ Pu- ＋ QBu-2 ＋ Ra- 3. . 4 L/ Z 

E 4 Keine 
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Ke ene von diefen Gleichungen, insbeſondere betrachtet, 
kann nicht die hervorgegangene Geſuchte ſeyn; dieſe letzte 
aber muß ſie alle in ſich begreifen und zu gleicher Zeit 
ſo wie eine jede von ihnen Statt haben, eine Bedingung 
welche man erfuͤllen muß indem man fie untereinander 
multiplicirt und dem Producte gleich Null ſetzt; weil 
das Product identiſch Null wird; wenn irgend einer ſei⸗ 
ner Factoren verſchwindet: uͤberdem ſieht man, daß er 
nicht verandern wird, welche Verſetzungen man auch in 
der Ordnung der Größen 4, 6, , 5, u. ſ. w. welche alle 
auf derſelben Art zu ihrer Bildung beytragen, macht, 
es wird daher nur ſymmetriſche Functionen dieſer Groͤ— 
ßen enthalten, und wird ſich daher durch die Coefficien⸗ 
ten der Gleichung (1) rationel ausdruͤcken laſſen, vermit⸗ 
telſt der in Rum. 159 angezeigten Formeln. 

Wenn die Gleichung (1) und (2) nur zwey Unbe⸗ 
kannten * und y eeinſchließen und von einen gleichen Gras 
de in Beziehung auf der Einen ſowohl als auf der Ans 
dern find, ſo wird die Endgleichung in y fich nicht über 
den Grad mn erheben, denn da die Summe der Expo⸗ 
nenten von x und von , nicht m, in jeden Gliede der 
Gleichung (1) uͤberſteigen kann, fo wird y ſich nur im 
erſten Grade in P befinden, im zweyten in Q, im drit⸗ 
ten in .. im (m — i)ten in T, und endlich im mten 
in U. Bey der Unterſuchung der Zuſammenſetzung der 
Gleichungen, welche geben 8, Ss, 85, u. ſ. w. (Num. 158) 
wird man ſehen, daß 8, nur vom ıten Grade in y, 
ſeyn kann, S,, vom zweyten 85, vom dritten, und übers 
haupt, Sm, vom mten. Mit Huͤlfe dieſer Bemerkungen 
kann man leicht begreifen, daß der Exponent von y in 
einer jeden ſymmetriſchen Function an EY 5a Ir u. ſ. w. 
Num. 150) nicht die Zahl, 

: n + 
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n THPT JT r J etc. welche den Grad dieſer Funcs 
tion anzeiget uͤbertreffen wird. Man kann daher die 
verſchiednen Potenzen von a, 6, 7, J, u. ſ. w. anſehen 
als Functionen von „ des durch den Exponenten womit 
ſie behaftet ſind, bezeichneten Grades. Aber da in der 
Gleichung (2) die Summe der Exponenten von x und y 
nie groͤßer als n ift, fo wird P/ vom erſten Grade in y. 
vom zweyten, Ke vom dritten ... *“ vom ( —ı)ten 
und endlich ZU vom nten ſeyn; alle Glieder der Glei⸗ 
chung (3) koͤnnen daher auch als Functionen von y zum 
hoͤchſten vom nten Grade angeſehen werden. Jetzt, wenn 
man bemerkt, daß ein jedes Glied des Products der 
Gleichungen (3) eine Anzahl von m Glieder dieſer Glei⸗ 
chungen zu Factoren haben wird, ſo wird man uͤberzeugt 
ſeyn daß y ſich nicht darin mit einem höhern Exponen⸗ 
ten als mn, befinden wird. e 
Diejenigen, welche einige Muͤhe haben werden die 
vorhergehende Raiſonnements zu begreifen, wegen ihrer 
großen Allgemeinheit werden wohlthun das Produet der 
Gleichungen (3) in einigen beſondern Faͤllen zu entwickeln. 
Wir haben alſo dieſen Satz bewieſen, daß man oft 
nöthig hat, ſich zu erinnern, daß der Exponent des 
Grades der aus der Eliminirung einer unbe⸗ 
kannten Größe zwiſchen zwey Gleichungen 
mit zwey unbekannten Großen hervorgezoge— 
nen Endgleichung, nicht das Product der Ex⸗ 
ponenten, welche den Grad einer jeden Gege⸗ 
benen anzeigen, übertreffen koͤnnte. 


190. 

Wenn man einen der Werthe von y, welche durch 
die Endgleichung gegeben ſind, erhalte hat, ſo muß man 
E 5 ihm 


* 
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ihm in die Gleichungen (t) und (2) ſubſtituiren, und 
wird dadurch wieder zwey neue Gleichungen erhalten, 
welche, da fie nur noch die einzige unbekannte Große x 
enthalten, zum wenigſten einem gemeinſchaftlichen Factor 
von der Form (x — =) haben muͤſſen, wos der Werth 
von x ift, welcher ſowohl die eine als die andere befries 
diget. Man wird daher ihren größten gemeinſchaftlichen 
Diviſor ſuchen, und indem man ihm gleich Null ſetzt, 
ſo hat man die Gleichung welche * geben ſoll. Dieſe 
letztere Gleichung wird von einem Grad ſeyn, welcher 
durch die Anzahl der Werthe von x, die einerley Werthe 
von y entſprechen angezeigt wird. 
191. 

Das Mittel welches wir angezeigt haben um den 
Werth von x zu finden, nachdem uns der Werth von y 
bekannt iſt, kann unmittelbar zur Eliminirung angewand 
werden. 8 N 

Weil die Gleichungen (1) und (2), wenn y der Nas 
tur der Frage gemaͤß beſtimmt iſt, einen gemeinſchaftli⸗ 
chen Diviſor erlangt, welchen fie vorhero noch nicht hat: 
te, ſo darf man nur die Bedingung aufſuchen, von welcher 
die Exiſtenz dieſes Diviſors abhaͤngt. Um dazu zu ge⸗ 
langen, muß man mit den vorgelegten Gleichungen ſo ver⸗ 
fahren, als man thun wuͤrde um den gemeinſchaſtli⸗ 
chen Diviſor zu finden, wenn er exiſtirte, und wenn man 
zu einem von x unabhängigen Reſt gekommen ſeyn wird, 
und ſolchen gleich Null ſetzt, fo wird man die ges 
forderte Bedingung ausdruͤcken, und man wird auch zu 
gleicher Zeit die Endgleichung haben. 


192 


Digreſſton über die Gleichungen. 75 


N | 192. 

Euler, anſtatt den geweinſchaftichen Diviſor nach der 
gewohnlichen Methode zu ſuchen, gebraucht ein leichteres 
Verfahren, und welches das folgende Beyſpiel hinlaͤng⸗ 
lich zu erkennen geben wird. 

Die beyden moͤgen ſeyn: 

x ＋ PN + Ax RS o 
* ＋ PX ＋ QR ＋ RX ＋ 8. o 
wenn man durch x — 4 den gemeinſchaftlichen Factor 
der einen und der andern vorſtelt, ſo koͤnnte man die 
Erſte als das Product von x — «, durch den Factor 
des zweyten Grades, ** + px ＋ q anſehen, und die 
zweyte als das Product von x — 2 durch den Factor 
des dritten Grades, 
hp tere, 
wo p und q, p', g“ und r“ unbeftimmte Coefficienten find: 
man wird alſo haben: f 
Xx ＋ PRE AR R =( e) Gp )- 
PO ERS = 08) Hp HN). 
Wenn man das Binomium (x — „) als eine unbekannte 
Größe vom erſten Grade Eliminirt, fo wird man finden, 
* P. N . K 22 pK ＋ X ＋ r 
G ＋ P EON N ＋ 80 G pa A , 
ein Refulsat, welches unabhängig von x identifch ſeyn 
fol, und aus welchen man, nachdem man die angezeigs 
ten Multiplicationen verrichtet hat die folgenden Gleis 
chungen ziehet; 
b 5 
Q Pp! ＋ g, O p 
K ＋ PY Pd! N R p “. 
Rp’ ＋. Qg’ PH St + RP ＋ 04 
Rg“ ＋ Or“ = Sp Rp 
Rr! = 8“. i Da 
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Da dieſe Gleichungen ſechs an der Zahl, nur fuͤnf unbe⸗ 
ſtimmte Coefficienten enthalten, fo wird nothwendig eine 
Bedingungsgleichung in Beziehung der Exiſtenz des ange⸗ 
nommenen gemeinſchaftlichen Factors ſeyn, und man wird 
dazu gelangen, indem man alle unbeſtimmte Groͤßen 
P> 9, p, q under“, welche nur im erſten Grade find, 
eliminirt, das daraus entſtehende Reſultat wird die End⸗ 

gleichung in y ſeyn. f 

Man wird den Factor x — « finden, wenn eine der 
gegebenen Gleichungen mit ihren anderen Factor divis 
dirt wird, welcher bekannt ſeyn wird, wenn man die 
Coefficienten p, und q, oder p', 47 und r“ beſtimmt hat, 
man muß beobachten, daß der letzte Theil dieſer Di⸗ 
viſion welcher der Endgleichung zu folge, Null ſeyn 
ſoll, vernachlaͤßiget wird, und macht man x — o, 
ſo wird man daraus ſogleich einen Ausdruck von x in 
finden, welcher die verſchiedenen Werthe die x fähig ift, 
geben wird, indem man alle diejenigen Werthe von y 
darin ſetzt, die aus der Endgleichung entſtehen. 

Ich will mich nicht aufhalten zu zeigen, daß dieſe 
Eliminirungsmethode ſich auf Gleichungen von allen Gra⸗ 
den ausdehnet. Bey Betrachtung der Gleichung des 
Grades m und des Grades n, wird man ohne Muͤhe ſe⸗ 
hen, daß die Factoren des Grades m — 1 und des Gra⸗ 
des n — 1 welchen man einführen wird ‚ eine hinrei⸗ 
chende Anzahl unbeſtimmter Coefficienten enthalten wer⸗ 
den um die Frage zu befriedigen. 

Wenn man zwiſchen den drey unbekannten Groͤßen 
x, y und 2 eine ahnliche Anzahl durch 0) J) bezeich- 
nete Gleichungen haͤtte, und, wenn man dieſe Unbekann⸗ 
ten beſtimmen wollte, fo koͤnnte man z. B. die Gleichung 
(*) mit (2) und mit (3) combiniren um x und nachher 

7 aus 
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y aus den beyden erhaltenen Refultaten zu eliminiren; 

‚aber man muß bemerken, daß durch dieſe ſucce ſſive 
Eliminirungen die drey vorgelegten Gleichungen nicht auf 
dieſelbe Art beytragen um die Endgleichung zu bilden: 
die Gleichung (1) iſt zweymahl benutzt, unterdeß daß 
(2) und (3) es nur einmahl ſind, daraus folgt, daß 
das Reſultat zu welchen man gelangt imit einem der 
Frage fremden Factor complicirt iſt. Bezout hat in 
ſeiner Theorie der Gleichungen uns eine Methode gege⸗ 
ben, welche nicht dieſer Unbequemlichkeit unterworfen iſt, 
und durch welche er beweiſet, daß der Grad von der 
aus der Eliminirung einer beliebigen Anzahl 
von vollſtändigen Gleichungen hervorgegange— 
nen Endgleichung, welche eine gleiche Am 
zahl von unbekannten Groͤßen und von belie⸗ 
bigen Graden enthält, den Producten der Ex⸗ 
ponenten dieſer Gleichungen gleich iſt: die, 
vorläufigen Kenntniſſe welche fie erfordert erlauben uns 
nicht fie hier vorzutragen.“) 


193. 

Die Differentialrechnung erleichtert die Anwendung der 
Methode, welcher man ſich bedient um Werthe zu finden, 
die ſich mehr und mehr der Wurzeln einer Gleichung 
nähern. Vorausgeſetzt, man habe zwiſchen x und zwi⸗ 
ſchen gegebenen Groͤßen, eine beliebige Gleichung und 
man ferner weiß daß dieſe unbekannte Größe wenig 
> von 


) Man wird fie bey den Anwendungen der Theorie der endli⸗ 


22 Differenzen finden, welche ich am Ende des Werks vor⸗ 
rage. 5 8 


* 
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von der Zahl a verſchieden ſey; indem man x Ah 
macht, und indem man durch u das Kefultat, welchen 
uns die vorgelegte Gleichung giebt, vorſtellt wenn man 
darin x in « verwandelt, jo wird die Reihe. 
du h, duh? d'un, h 5 

a r ne re re . w. (Num. 12) 
ausdrucken was u wird, wenn man a + h ſtatt a ſetzt, 
oder was gleich viel iſt, fie wird die Entwickelung der vor⸗ 
gelegten Gleichung ſeyn, welche aus der Subſtitution 
von a ＋ h ſtatt x hervorgeht, und daher gleich Null 
ſeyn ſoll, weil a + h dieſe Gleichung befriediget. 

Aber da nach der Hypotheſe h nur eine kleine Zahl 
iſt, fo könnte man die Glieder weglaſſen, wo jie ſich 
uͤber der erſten Potenz hinaus erhebt und man wird nur 


d 
bloß haben u + = h o. Sobald als h mit Hülfe 


dieſer Gleichung beſtimmt ſeyn wird, ſo macht man 
a ＋ h = a“ und x = a“ ++ h“: Das heißt, man 


ir 
wird fegen in u und in = a’ ſtatt a, und hö ſtatt h; 
daraus wird die 5 
u‘ + he 6, 


welche eine neue 99 8 des für x vorgefundenen 
Werths, zu machen geben wird. Indem man ſo fort⸗ 
faͤhrt auf dieſelbe Art zu Werke zu gehen, ſo wird man 
Werthe von x e welche ſich immer mehr und mehr 
nähern. 

Um von dieſer Methode Gebrauch zu: machen, ſo 
wollen wir den Werth von » in der Gleichung 
5 f XX — 100 =o 
ſuchen. Man wird gleich ſehen, daß x zwiſchen 3 und 

a N 4 fal⸗ 
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4 fallen muß, und indem wir 3,5 für den erſten nahe 
kommenden Werth annehmen, fo macht man 3,8 = a 
Man koͤnnte die vorgelegte Gleichung in 
xlx — 1100 2 

verwandeln, und durch dieſes Mittel kommt 

um ala - 110 = — 0,095755 
aber indem man bemerkt daß das Differential des Tafel: 
logarithmus von a, deren Modulus 043429 (Einl. Num. 


24) iſt, auf folgende Art ausgedruͤckt wird: 0,43429 da 
l 5 a 
(N 20,) fo finden wir 
= 1a ＋ 0,43429 = 0,97836; 
daraus 


— , 9576 ＋ 0/7836 h = 0, 
und folglich 


97836 
man würde alſo haben x = 3,598, die zweyte Opera, 
tion in welcher man a = 3,598, machen würde gäbe ei⸗ 
nen noch viel genauern Werth. 


| = 194- 

Wenn man zwey Gleichungen u = o, und v=o, 
zwiſchen x und y haͤtte, und a und b Werthe waͤren, die 
ſich dieſen unbekannten Werthen naͤherten, ſo wuͤrde man 
a h ſtatt x und b - E ſtatt y ſetzen, und finden, in⸗ 
dem man die Producte und die Potenzen von h und k 
außer Acht läßt. 


8 du h du E. 
F 

dv h dy k 
r . ER 
F Die⸗ 
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Dieſe Gleichungen würden dienen die Verbeſſerungen hund 
k zu beſtimmen; macht man nachher a ＋ h = a, 
b Kk b! und = , . h „= b HK, fo 
wuͤrde man, wie oben, die Werthe der neuen Verbeſ— 
ſerungen h“ und K finden, und man würde fo, zu 
handeln fortfahren, bis man zu den hinlänglich ge⸗ 
nauen Reſultaten gelangt wäre. 

Wir wollen zum Beyſpiel die beyden Gleichungen 
nehmen, 

xX ＋E yY loco S o, XY ＋ * — 100 So, 
und voraus ſetzen, daß, nach verſchiednen Verſuchen man 
dahin gekommen ſey zu erkennen, daß die größte der beys 
den Zahlen unter 4 und s und die kleinſte, unter 2 und 3, 
enthalten ſeyn muß: da man x für die erſte und y für die 
zweyte nimmt, und indem man 4,5 = a, 2,5 = b, macht, 
ſo hat man 

u abo 1000 * be —100 


du. dv 

— 2 aal a a] bab- X 

4. ala - 4. = belb I. ba 

du ar i 

ea b b — bh -r 

5 na db la ＋ abe 
dy du 


; a du 

Man wird die Groͤßen u, 7 
indem man bemerkt das die angezeigten Logarithmen Mes 
perſche ſind, und man wird die beyden Gleichungen des 
erſten Grades bilden 

— 120,244 + 2178,23 2h + 18/937 k o 

+ 4720 . 80,488 h ＋ 150,535k = o, 
woraus man ziehen wird h= 0,056, k = 0,061, und 
folglich, a rh Sal = 4, 56 b+k=b'—2,44: eine zwey⸗ 
te Operation wuͤrde geben 

a! hm 4,5519, bi ＋ K 2,4455, u. ſ. w. 

N Vier⸗ 


dy 
ir berechnen, 
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Theorie der krummen Linien. 


Oogleich der Hauptgegenftand dieses Capitels die An; 
wendung der Differentialrechnung auf die Theorie der 
krummen Linien ſeyn ſoll, ſo habe ich doch geglaubt, ganz 
kurz darin den algebraiſchen Theil von dieſer Theorie mit⸗ 
zunehmen, um ein vollſtaͤndiges Ganze darzubieten, und 
um Begriffe, welche zerſtreuet und unter ſehr verſchiede⸗ 
nen Geſichtspuncten dargeſtellt find, untereinander zu vers 
binden. Es wird nur hier von den krummen Linien wel⸗ 
che man auf einer Ebene zeichnen kann die Rede ſeyn; 
man wird in dem folgenden Capitel dasjenige was die 
krumme Linien auf krumme Oberflächen angehet finden. 


195. 
Auf welche Art die verſchiedenen Umſtaͤnde des Laufs einer 
Linie darch ihre Gleichung ausgedrückt ſind. 


Man weiß, daß eine jede Gleichung die zwey un⸗ 
beſtimmte Größen x und y enthält, ſich conſtruiren laßt, 
u. Theil. 5 wenn 
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wenn man auf einer Linie AB (Fig. 5 von einem gegebe⸗ 
nen Puncte A anfangend Theile AP, Ap“, AP” u. ſ. w. 
nimmt um die Werthe einer der unbeſtimmten Groͤßen anzuzei⸗ 
zen, z. B. die von * und wenn man durch die Puncte P, 
p-, P. u. ſ. w. gerade Linien ziehet, die den correſpon⸗ 
direnden Werthen von y gleich, und mit einerley in Be⸗ 
ziehung auf AB der Lage nach gegebenen graden AC pas 
rallel ziehet; fo iſt die Linien M M“ M“, welche durch 
alle auf ſolche Art gefundenen Puncte durchgehet, der Ort 
der vorgelegten Gleichung. 

umgekehrt, in jeder durch ſeiner Beſchreibung 
einem regulären Geſetz unterworfenen, oder mit einigen 
für alle Puncte gemeinſchaftlichen Eigenſchaften begabten 
Curve, exiſtirt immer zwiſchen der Ab ſeiſſe AP, und der 
Ordinate PM, eine beftändige Relation die ihre Nas 
tur anzeiget, und woraus man alle ihre Eigenſchafften 
herleiten kann. Dieſe Relation kann nicht in allen Föl⸗ 
len unter einer algebraiſchen Form erhalten werden, und 
daraus entſteht die Unterſcheidung der Curven in Alge: 
braiſche und in Tranſcendente Curven ). 

Die reſpective Lage der Linien AB und AC, welche man 
Axen der Coordinaten nennt, als auch die Lage 
des Puncts A, welcher davon der Urſprung iſt, ſind 
willkuͤhrlich und gehoͤren zu den Conventionen; man iſt 
ſelbſt nicht verpflichtet die Abſeiſſen auf einerley graden 

Linie 


*) Man nennt dieſe letztern auch mechaniſche Curven; aber 
dieſe Benennung ſcheint mir nicht angemeſſen, denn die Ber 
ſchreibung einer jeglichen Curve, wenn man mit der Curve 
des Kreiſes anfängt, laßt ſich nur durch mechaniſche Hülfe 

ausführen, und manche algebraiſche Curve erfordert deren 
zuſammengeſetztere als gewiſfe tranſeendente Curven,. 
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\ 
Linie, und die Ordinate unter ſich parallel zu nehmen; 
aber dieſes Syſtem der Coordinaten iſt uͤberhaupt 
das bequemſte, und wir werden m der Folge ſehen, 


daß alle übrigen darauf zuruͤckgefuͤhrt werden konnen; 


und um es recht einfach zu machen, ſo wollen wir immer 
den rechten Winkel BAC nehmen, es fen denn daß wir 


vom Gegentheile Nachricht geben. 


1596. 

Die aller einfachſte von allen Gleichungen mit zwey 
unbeſtimmten Groͤßen, iſt die, des erſten Grades, und ſie 
gehört zu der geraden Linie, die allereinfachſte unter allen. 
Dieſe Gleichung kann durch Cy = Ax + B vorgeſtellet 
werden; aben, wenn man fi durch C dividirt, fo wird fie 
nichts von ihrer Allgemeinheit verlieren, und man wird 

B 
macht; fo folgt daraus y = ax + b: auf die Art wer⸗ 
den wir fie inskuͤnftige vorſtellen. i 
Wir wollen gleich e daß b Null ſey, ſo wird 


haben FREE bun MEER b 
my rg nn ma erh 


man bloß haben y=ax oder x — m à, d. b. daß in der 


ganzen Ausdehnung der 12 8 Linie, das Verhaͤltniß 
von PM zu PA (Fig. 6) beſtaͤndig ſey, eine Eigenſchaft 
welche nichts weiter als der Ausdruck der Aehnlichkeit der 
Triangel Ap M, APV MV u. ſ. w. iſt; und nur der geraden 
Linie AX angehören kann, die durch den Punct A, als 


den Urſprung der * gezogen iſt. 
Das Verhaͤltniß £ = oder det Coefficient a, hängt von 


dem Winkel welchen die gerade Linie Ax mit der Abſeiſ⸗ 
zn AB * ab; aber in dem Teiangel A f N, wel⸗ 


52 chen 
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chen wir uns als einen Rechtwinkeligen vorſtellen wollen, 
iſt der Verhaͤltnißnahme von PM zu AP gleich der Tanz 
gente des Winkels PAM; a ſtellt air die Tangente dieſes 
Winkels vor. 

Wenn wir die Gleichung y= ax + b betrachten, fo 
ſehen wir daß die neue Ordinate y, nur von der erſten 
y = ax, dadurch unterſchieden iſt, daß ſie ihr um der Grö⸗ 
ße b uͤbertrifft; daraus folgt, daß, wenn man AD = b 
nimmt, und man die Linie DY parallel mit AX führt, fie 
immer der Ort der Ach uns 1 = ax + b bleiben 
wird, weil man 

PN PM e =PM+AD, P/N“ P/N“ PM! ＋- MN 

= PM / ＋ AD, u. ſ. w. 

haben wird; und man muß wohl bemerken daß der Coef⸗ 

ficient a immer, für alle mit AX parallele Linien, derſelbe 
bleiben wird. > f 

Man kann leicht ſehen, daß in der Gleichung y=ax 
＋＋ b, nichts die Werthe welche man x geben kann, be: 
gränzt, und daß daher die Werthe von y fo groß werden 
als man nur immer will; aber da zu gleicher Zeit nichts 
den Lauf der Linie DY im unbegrenzten Raume BA, 
begraͤnzet, fo wird man immer hinlaͤnglich große Abſ— 
ciffen und Ordinaten finden, um die Werthe von x 
und y vorzustellen, welche der vorgelegten Gleichung ges 
nüge leiſten werden. Wir wollen x = o maden, fo wer⸗ 
den wir haben y = bs dieſer Werth wird dem Punct D 
zugehoͤren, wo die grade Linie DY, die Axe AC der Or⸗ 
dinaten begegnet. Wenn x negativ ſeyn wird, fo findet 
man y=— ax A b, und da ax weniger iſt als b, fo 

wird y noch poſitiv ſeyn, aber weniger als b oder AD. 
Der Lauf der Linie DY zeigt uns an, daß dieſer Umſtand 


nur ſtatt haben kann, in dem Theile DE, welcher corre⸗ 
ſpondirt 
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ſpondirt mit den Abſciſſen Ap, die in Beziehung auf dem 
Puncte A, auf der entgegengeſetzten Seite der Abſeiſſen 
AP, welche die poſitiven Werthe von x vorſtellen, liegen; 
es ift alfo von dieſer Seite, daß man die negativen Wer⸗ 
the nehmen muß. 

Um den Werth von x welcher mit dem Puncte uͤber⸗ 
einkoͤmmt, wo die Linie DY, die Axe AB der Abſciſſen bes 
gegnet, zu finden, muß man 7 = o machen, welches giebt 


b 
ax 5 b , und ze, 7 er Sobald, ‚als x 


* . ‚ N b * i 
wenn es immer negativ bleibt, die Größe 75 uͤbertrof⸗ 


fen haben wird, ſo wird y ſelbſt negativ werden. Aber 
über den Punct E hinaus wird ſich die Linie DY unter 
der Linie AB befinden die Ordinate p/m‘ wird alſo von 
einer Seite derjenigen entgegengeſetzt, wo ſie ſich zuerſt 
befand, fallen, und folglich muͤſſen die negativen Werthe 
von y nach einer Seite der Linie AB fallen, derjenigen 
entgegengeſetzt, welche man fuͤr die poſitiven Werthe an⸗ 
genommen hat. Ich bemerke daß nichts beſtimmt, welche 


Seite der Abſeiſſen oder der Ordinaten man fuͤr poſitis 


anſehen ſoll; aber iſt die Wahl einmahl gemacht, fo wer— 
den die entgegengeſetzten Seiten dadurch allein negativ. 
Ich beſtehe nur darum auf dieſe Bemerkungen weil mit 
deucht, daß in den mehrſten Elementarbuͤchern, man nicht 
ſorgfaͤltig genug bewieſen hat, daß man nothwendig die 
negativen Größen von der entgegengeſeßten Seite der po 
ſitiven Größen nehmen muß, und dennoch hängen’ groͤß⸗ 


tentheils davon die verſchiedenen Formen welche die Fruns - 


me Linien annehmen, ab. So wie wir es weiter unten 
ſehen werden. , 


F 3 Da 
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Da die Gleichung y=axt+b nur zwey beſtaͤndige Größen 
a und b enthält von welchen der Werth die grade Linie welche 
man betrachtet partieularifirt, indem fie von allen andern 
unterſchieden wird, ſo folgt daraus daß zwey Bedingungen 
hinreichend ſind um dieſe grade Linie zu beſtimmen. Die⸗ 
jenigen welche ſich zuerſt darbieten, ſind, ſie zu zwingen durch 
zwey gegebene Puncte durchzugehen, parallel oder perpen⸗ 
diculaͤr mit oder auf einer andern gegebenen graden Linie 
zu ſeyn und uͤberdieß noch durch einen gegebenen Puncte 
zu gehen. Wir werden in der Folge nöthig haben die 
Form welche die Gleichung y = ax + b annimmt, zu 
kennen, um dieſen Bedingungen Genuͤge zu leiſten, darum 
wollen wir eine jede insbeſondere unterſuchen. 

i 407. 

Wenn man die Gleichung der graden Linie ſucht, die 
durch zwey Puncte von welcher die Abſeiſſen « und 4“, 
und die Ordinaten 8 und A! feyn ſollen, ſo wird man 
fucceffive K und «! ſtatt x, # und 8“ ſtatt 5 ſetzen und 
man wird um a und b zu beſtimmen die beyde Gleichun⸗ 
gen haben 


i aa 
B= ada = „ | ER 25 4 
welche geben werden! „ 
e F 
1 J 5 %.. 
und woraus entſtehen wird 
8“ — 8 486 — aß 


1 — 2 — 


N ** — 4 a * — 4 ; 
für die Gleichung der geſuchten graden Linie. 5 
Man kann dieſem Reſultate eine einfachere Form ges 
ben; denn, wenn man von der Gleichung y= ax + b 
eine der beyden oben angezeigten Gleichungen, die erſte 
- \ zum 


\ 
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zum Beyſpiel, ubziehet, fo. wird b verſchwinden und es 
wird kommen y — a(x — 4). Dieſe letzte Gleichung 
wird die einer graden Linie ſeyn, dle gezwungen iſt durch 
den Punct zu gehen, von welchen die Ordinaten « und & 
find, und die uͤberdem noch mit der Axe AB einen belie⸗ 
bigen Winkel bildet. Man wird ſie zu beſtimmen vollen⸗ 
den, wenn man ſtatt a den vorher gefundenen Werth ſetzt, 
und man wird haben 


Die Entfernung der vorgegebenen Puncte, oder der Theil 
der geſuchten zwiſchen ihnen enthaltenen graden Linie, 
wird zum Ausdruck haben 
Ver — ao” = : 

Dieſes ſieht man augenſcheinlich ein, wenn man voraus- 
ſetzt, daß N und N’ dieſe Puncte vorſtellen; denn da die 
Entfernung NN“ die Hypothenuſe des rechtwinkligen Trian⸗ 
gels NRN/ iſt, fo folgt daraus daß 


— — —2 u 
NN’ = NR + NR= (API=AP)?-4-(PIN!— PN?) 


198. 
Um die Gleichung der graden Linie zu erhalten, wel⸗ 
che durch den Punct gehen wuͤrde von welchen die 
Ordinaten = und e find, und die parallel mit der durch 
die Gleichung 
ymax + b., 
vorgeſtellten Linie ſeyn würde, fo wird es Hintänglich ſeyn 
a ſtatt a in der 5 
— 86 2 4a (X — 2) ; 
zu ſetzen, welche FAR die erſte Bedingung befriedigt, weil 
nach Nr. 196. der Coefficient von * derſelbe in den ‚Gleis 
54 chungen 


88 Viertes Capitel. 


chungen der geraden untereinander parallelen Linien iſt, 
man wird alſo fuͤr die welche man ſucht 
0 1 - aK — u) 


haben. 


i 199. 

Endlich wenn AX und AZ, Fig. 7 zwey gerade Per; 
pendicular⸗Linien unter einander find, fo wird man durch 
die Aehnlichkeit der Triangel Apm und Apn fehen, daß 
das Verhaͤltniß von pm zu Ap, das umgekehrte von pn 
zu Ap iſt, und da pn negativ iſt, wenn pm poſitiv iſt, et vice 
verfä, ſo folgt baraus, daß, wenn man den erſten Verhaͤlt⸗ 


nißnahmen durch a vorſtellt ſo wird der zweyte — ſeyn. 
Die Gleichungen der geraden Linie AX und AZ werden 
alſo y ax und 7 — — * ſeyn. 


Wenn man nachher die geraden Linien DY und EU vefpec; 
tive parallel mit AX und AZ, und folglich unter ſich perpen⸗ 
dicufär betrachtet, fo wird man für ihre Gleichungen finden 


y ax r b und = - * . b. 
Wenn die zweyte durch einen Punct N von welchen 


die Ordinaten und s ſeyn koͤnnen, durchgehen ſoll, fo 
wird ihre Gleichung 


1 ) 
rSter same 
werden. 
200. 


Zwey Linien welche ſich ſchneiden haben in ihrem 
Durchſchnittspuncte dieſelben Ordinaten, dergeſtalt, daß, 
um 
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um die Ordinaten des Begegnungspuncts der beyden durch 
die Gleichungen 
5 ax J b, und y = alx + b⸗ 
gegeben graden Linien zu finden, iman nur vorausſetzen 
darf, daß die unbekannten Groͤßen x und y denſelben 
Werth in dieſer und jener Gleichung haben; man wird 
alſo haben 
ax ＋ b = ax E bl, 

welches geben wird 


Man ſieht durch dieſe Werthe, daß der 1 des Zuſam⸗ 
menlaufs, um fo viel mehr von den Axen AB und Ac 
entfernt iſt, als die Größe a“ — a kleiner iſt, und daß x 
und y unendlich werden, wenn a! = a, das heißt, wenn 
die vorgegebenen graden Linien aufhoͤren ſich zu e 
oder wenn ſie parallel ſind. 


201. 

Es kann nuͤtzlich ſeyn die Länge der gefällten ſenkrech⸗ 
ten Linien, aus einem gegebenen Puncte auf einer gegebe— 
nen Linie zu kennen und man wird dazu gelangen, wenn 
man die Unterſchiede zwiſchen die Coordinaten dieſes Punc⸗ 
tes, und die des Durchſchnitts der gegebenen graden Li⸗ 
nie, mit der auf ihr ſenkrechten Linie ſuchet. Aber da 
die Gleichung der erſteren 

5 7 Sax / b 
‚if, fo wird die Gleichung der zweyten 


S = 


ſeyn; man kann aber y = ax ＋ b unter der Geſtalt von 
y-Pzalx ba- 
ſetzen / und dieſe letzte Gleichung 


J 5 A Dan 
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1 a 
E e 


hinzufuͤgt, wird geben 
aa — aa —b) 12 8 — aa — b 
ee eee 
Wenn man dieſe Werthe im Ausdruck 
R 
fo wird man fuͤe die fange der geſuchten Perpendicular⸗ 
linie 
8 — a — b 


— 


Vi 


haben. 
202. 

Man theilt die Linien in verſchiedenen Ordnungen 
nach dem Grade ihrer Gleichung. Die grade Linie bildet 
die erſte Ordnung, weil ſie die allgemeine Gleichung des er⸗ 
ſten Grades zu zwey unbeſtimmten Groͤßen vorſtellt. Die 
Linien der zweyten oder dritten Ordnung, ſind, die deren 
Gleichungen bis zum zweyten oder dritten Grade ſteigen, 
und ſo auch die andern. Newton theilte, indem er betrach⸗ 
tete, daß die erſte Ordnung nur die grade Linie in ſich begriffe, 
und daß ſich die krummen Linien nur in der zweyten Ord⸗ 
nung zu zeigen anfingen, dieſe letztern in verſchie⸗ 
dene Geſchlechter und nannte krumme Linien von dem er⸗ 
ſten Geſchlechte, die Linien der zweyten Ordnung und krum⸗ 
me Linien von dem zweyten Geſchlechte, diejenigen von 
der dritten Ordnung u. ſ. w. 


Die Linien von einerley Ordnung theilen ſich wieder 
durch die Betrachtung der vorzuͤglichſten ane ihres 
Laufs, in verſchiedene Arten ein. 
a Wenn 
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Wenn es moͤglich waͤre die Gleichungen von allen f 
Graden aufzulöfen, fo wuͤrde nichts leichter ſeyn, als den 
Lauf der durch irgend einer algebraiſchen Gleichung vor⸗ 
geſtellten Curve zu folgen. In Wahrheit, wir wollen vor⸗ 
ausſetzen, daß, wenn dieſe Gleichung in Beziehung auf 
einer dieſer unbeſtimmten Groͤßen welche ſie enthaͤlt, auf⸗ 
geloͤßt wäre z. B. y, dieſe die verſchiedenen Wurzeln X; 
XI X/ u. ſ. w. gegeben hätte, welche nothwendig Func⸗ 
tionen von x und von beſtaͤndigen Größen ſeyn werden; 
ſo wird die Frage ſich dahin reduriren, den Lauf von jeg⸗ 
licher Linie, welche durch die Gleichungen 

„ =*, Y = Nν Y == XL u. ſ. w. 
hervorgebracht ſind, insbeſondere zu unterſuchen, wenn 
man x alle ſowohl poſitive als negative Werthe giebt, 
welche die Functionen X, X, X, . .. zulaſſen koͤnnen, 
ohne aufzuhoͤren reel zu ſeyn. Dieſe Linien werden ſo 
viel Zweige der krummen Linie feyn, als die vorgegebene 
Gleichung vorſtellt. 

Um ſie zu conſtruiren, muß man die negativen Or⸗ 
dinaten auf die Seite von AB Fig. 8, tragen, welche der 
für die poſitiven Ordinaten angenommen entgegengeſetzt 
iſt, und muß die negativen Werthe von x auf den Theil 
AB nehmen, welcher ſich auf die Seite von A0 befindet, 
der dem Theil, auf welchen man die poſitiven Werthe auf⸗ 
getragen hat, entgegengeſetzt iſt. Hier iſt der Beweis wel- 
cher D' Alembert von dieſer Regel gegeben hat. 

ü Wenn man in der vorgegebenen Gleichung, 2 — 2 
ſtatt y ſetzt, oder welches einerley a + y 2 annimmt, 
ſo koͤnnte man es immer dergeſtalt machen, daß 
vie Werthe der neuen Unbekannten 2 in Beziehung auf 
einer gegebenen Abſeiſſe, alle poſitiv ſeyn muͤſſen; es wird 
daher hinlaͤnglich ſeyn a größer als den größten negativen 

Werth 
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Werth von y zu nehmen. Aber es iſt evident, daß, wenn 
man die Axe AB mit ſich ſelbſt parallel, um eine Größe 
AA“ a zuruͤckziehet, fo werden die Ordinaten in Bezie⸗ 
hung auf A/B’ genommen, die 2 von z vorſtellen, 
weil man haben wird 
aM =AM-+-PM=arymzn 

Es iſt jetzt kein Zweifel, daß man alle Werthe von z in 
Beziehung auf der Abſciſſe A’Q, auf derſelben Seite der 
Are A/B’ tragen muß; den die Entfernungen M M“ und 
M' M““ . .. der Puncte, welcher dieſer Abſeiſſe entſpre⸗ 
chend ſind gleich den Unterſchieden, welche ſich zwiſchen 
den erſten Werth von 2, und einen jeden der andern fin— 
den, und wenn man irgend eine der neuen Ordinaten auf 
die andere Seite ſetzte, wenn man z. B. QN = QM 
machte, fo wuͤrde die Entfernung / N der Summe der 
Ordinaten QM“ und QN gleich werden, welches die Fi⸗ 
gur der Curve aͤndern wuͤrde, die jedoch dieſelbe bleiben 
ſoll an welchen Orte man auch die Axen der Coordinaten 
hintraͤgt. 


Dieſes feſtgeſetzt, ſo iſt es einleuchtend, daß der Punct 
M/ aus dem dritten Werthe von entſtanden, und durch 
a — N vorgeſtellt, unter AB liegen muß, weil man ihm 
finden würde, wenn man PM von QP abziehet; und 
weil die Puncte M“ und /, fuͤr welche mann i 

2 k a ＋ X, 2 2 a ＋ X/, 
hat; auf die andere Seite von AB, in den Entfernungen 
PM = X und PM = X fallen. werden. 


Wenn man die zen nimmt um die Ordinaten vorzu⸗ 
ſtellen / und man die y als Abſciſſen betrachtet, ſo wuͤrde 
man eben fo beweiſen, daß die negativen Werthe der ken 
auf die Seite AC fallen muͤſſen, derjenigen auf welche 

mar 
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goſetzt. N 


203. 


Die Ausdehnung eines jeden Zweiges, wird durch die⸗ 
jenige Ausdehnung beſtimmt, welche die verſchiedene Auf⸗ 
loͤſungen in ſich faſſen, deren die Gleichung welche die 
Ausdehnung vorſtellt, faͤhig iſt. Wenn unter den Größen 
VX, XV XI, u. fe w. ſich welche befinden, die unendlich 
werden, oder in welchen man x ſich als unendlich anneh⸗ 
men kann, ſo werden daraus Zweige entſtehen deren Lauf 
unendlich ſeyn wird „ weil ſie ſich unbegraͤnzt von einer 
der Axen, oder von beyden zugleich, werden entfernen 
koͤnnen. 

Ein Zweig hoͤrt nur darum auf, weil der Ausdruck 
ſeiner Ordinate imaginair wird, deshalb iſt aber der Lauf 
der vorgegebenen Curve nicht unterbrochen. Es geſchiehet 
alsdenn nur bloß, daß zwey Zweige ſich vereinigen und, 
ſich beyderſeitig fortſetzen. Man wird ſich davon übers 
zeugen, wenn man bemerkt, daß die eingebildeten Werthe 
von y nothwendig in gerader Anzahl find, und daß dies 
jenigen von einerley Paar, reel und gleich geweſen ſind, 
ehe ſie imaginaͤr geworden ſind. In der That, da die 
vorgegebene Gleichung immer in reelle Factoren des erſten 
und zweyten Grades zerlegt werden kann, wenn man 
durch 

5 * — 2 TA 
einen dieſer letzteren Factoren vorſtellt, ſo wird man ſe⸗ 
hen, daß ihre Wurzeln 
P 2 Ve — 
nur darum imaginair werden, weil Pe größer wird als 
Q da doch be zuerſt kleiner war, und, daß daher ein 
f Punct 


2 
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Punect vorhanden iſt, wo die Functionen von x, welche die 
Buchſtaben P und Q bezeichnen, ſo beſchaffen ſind, daß 
man P? = G hat, welches die Radical-Groͤße vernichtet, 
und für y zwey gleiche Werthe giebt. Das folgende Bey⸗ 
ſpiel wird die Zweifel heben, welche durch dieſe allgemeine 
Art, die Curven zu betrachten, entſtehen konnten. 


204. 


Es ſey die Gleichung 
57 — Hay + Var — X o; 
wenn man fie in Beziehung auf y nach Art der Gleichun⸗ 
gen des zweyten Grades auflöfet, fo wird man daraus 
die vier folgenden Gleichungen ziehen 


ya Vs a? + V= — I * + 2307 (5) 
= 48 2 — Vx — 1088°3° + 23044. (a) 


— — ——— — I 
y-- Vs a? ＋ Vx* 100 K + 2304 a“. . . (3 


1 == s a. — Vx’— io ＋ 2304. (40 


Man muß nach dem was vorhergehet, den Lauf der Linie, 
welchen eine jede von ihnen insbeſondre ausdrückt unters 
ſuchen, wenn man x negativ als auch poſitiv annimmt. 


Man ſiehet ſogleich, daß die Zweige welche die Glei⸗ 
chung (1) undi die Gleichung (3) vorſtellen, aͤhnlich 
find, und daß die eine über AB geſetzt iſt, Fig. 9. waͤh⸗ 
rend die andere darunter iſt; eben ſo verhaͤlt es ſich auch 
in Beziehung auf den Zweigen welche die Gleichungen (2) 
und (4) hervorbringen. Es wird daher hinreichen die Glei⸗ 
chungen (1) und (2) zu betrachten. Den Werth von 
aus der Gleichung (1) gezogen, wird reel ſeyn, ſo lange 
als die Größe 
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* — 100 4 & ＋ 23048” 
poſitiv ſeyn wird, und da fie nicht negativ werden Fan, 
bevor fie nicht Null geweſen ift, fo werden die Wurzeln 
ber Gleichung ö 
\ xt — 1602?x? + 2354 a“ r o 

die Graͤnzen der Werthe, welche man x geben kann, ſeyn. 
Man wird finden, daß dieſe Gleichung zum Factor hat 

xX — 6a, * +6, * — 8a, * ＋ 823 
die Größe | 

* — 100 4 * ＋ 230g a“, 
wird alſo fo lange poſitiv ſeyn, bis x unter 6a ſeyn wird, 
weil ſie alsdann zwey poſitive und zwey negative Factoren 
haben wird; aber fie wird negativ werden, wenn man 
nimmt x 6a und S ga, weil der einzige Factor „ — 8a 
negativ ſryn wird. Sie wird endlich wieder fuͤr immer 
poſitiv, wenn man darin 8a annimmt. Man muß 
beobachten, daß, wenn man macht x=0, Xx 624 
und x = 8a, die Gleichung (1 © | 
Voda, = Va, y = Vas, 

giebt. Man wird alſo aus der Gleichung (1) 1, einen 
Zweig der ſich vom Puncte D aus in der Axe AC genom- 
men, bis auf eine Entfernung von dem Puncte 4, gleich 


796 2°, zu den Punct F erſtrecken wird, deſſen Abfeiffe 
AE = 6a iſt. 2, Ein andrer Zweig HX, welcher, da er 
vom Puncte H ausgehet, deſſen Abſeiſſe AG = 8a, und 


Ordinate G = 4 V ad as, iſt, ſich unendlich im Winkel 
5A, wo die xen und die y poſitiv find, ausdehnt, 


Wir wollen jetzt zur Gleichung (2) uͤbergehen; man 
fieht erſtens daß fie imaginaire Werthe für y, unter den⸗ 
ſelben Umſtaͤnden als die Gleichung (1) geben wird, d. h. 
fo lange als x zwiſchen 62 und ga eingeſchloſſen ſeyn wird 

und 
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und daß ö e 2 — imaginair 28 wird, wenn 


Aga übertreffen wird. Um die Graͤnze zu haben, wird 
man 
48 a = V»* — 100 a XK + 2304 a“ 


oder 
xt Icoa x o, 


machen, welches geben wird 
* o, und — oa 2 o, 
woraus man ziehet x = 104. Weil in dieſer Gleichung 
y Null iſt, wenn x Null iſt, und fie imaginair wird, wenn 
& 6a uͤbertrift, fo wird fie einen Zweig hervorbringen 
der ſich bey der Abſeiſſe AE S 6a endigen wird: und 
man muß wohl bemerken, daß ſie fuͤr dieſe abſeſſe Pe 
 y= VB. - 

geben wird, und daß folglich dieſer Zweig ſich in F mit 
demjenigen, welchen man weiter oben aus der Gleichung 
(i) abgezogen hat, vereinigen wird. Wenn man in der 
Gleichung (2) X = 82 vorausſetzen wird, und wenn die 
Groͤße 


X — 100a”x” + 23042” 

von neuem verſchwindet, fo wird daraus 
5 „ 

entſtehen, welches zeigt, daß, da der Punct H dem Zweige 
HX gehoͤret, der durch die Gleichung (1) hervorgebracht 
iſt, zu gleicher Zeit der erſte Punct des zweyten, aus der 
Gleichung (2) gezogenen Zweige iſt. Dieſer Zweig kann 
ſich nicht bis über die Abſeiſſe Al = 10a ausdehnen, weil 
er, über dieſer Graͤnze hinaus, y imaginair wird; 
aber bey dem Puncte ! iſt er Null, alſo giebt die Glei⸗ 
chung (2) wenn man in ihr x poſitiv macht, von x=8a 
dis = 10a, den Zweig Hl. = 
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Die Vorausſetzung von x negativ, wuͤrde dieſelben 
Reſultate hervorbringen, als die von x poſitiv, weil die 
vorgegebene Gleichung nur die gleichen Größen von x ent 
halt, man würde: alſo in dem Winkel bAC, wo x Negativ 
und y poſitiv iſt, Zweige finden, die denjenigen gänzlich 
ahnlich, deren Entſtehung man fo eben in dem Winkel 
CAB gezeigt hat, wo die xen und die y pofitiv find. 


205. 
Um beſſer die Geſtalt der vorgegebenen Curve zu fen: 


* 


nen,, fo kann man fie durch Puncte conftruiren, d. h. 


eine gewiſſe Anzahl Puncte beſtimmen, die, wenn ſie unter— 


einander verbunden werden, um ſo mehr ſich naͤhern ihre 


\ 


Umriſſe auszudrücken, je enger fie find, 


Um dieſe Arbeit bequem zu verrichten, fo nehme man 


a fuͤr die Einheit, und mache nach und nach 

* . * S 3, * = 4, u. ſ. w. 
man berechnet nachgehends den Werth von „ wenig⸗ 
ſtens durch Naͤherung. 


Wenn * . | 
R 
ſo = die Gleichung ()y= u. ſ. w. 


e imagi⸗ 
205 91744 9,582 en nair ls 928 
J 


wol] 


10, cou reſu. to 
und die Gleichung (2) giebt 5 


imagi 
e |nezı|2045 3,076 es [naja] we Hair ene | 
imagi⸗ imagi⸗ 
N air nair ſ u. fm 
il, Theil. G Man 
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Man wird dieſe Reſultate conſtruiren, indem man will⸗ 
kuͤhrlich eine Linie nimmt um die Einheit vorzuſtellen, 
und ſolche von jeder Seite des Punctes A auf die Axe 
AB trägt, fo oft als es nöthig ſeyn wird den Werth von 
x auszudrucken; durch die Puncte wo ſich Idieſe Werthe, 
endigen, zieht man parallel mit der Axe A0 gerade Linien, 
auf welcher man ſowohl über als unter AB die Mer: 
the von y tragen muß. a 


206. 


Die ſo eben abgehandelte Curve hat nicht mehr als 
vier unendliche Zweige, aber es finden ſich lauch welche 
von derſelben Ordnung, die bisacht Zweige haben, der— 
gleichen ſind diejenigen welche ausder Gleichung 955 
gehen 
f 5 — 2K ＋ * — it ＋ b“ 2 o 
deren Wurzeln in der folgenden Formel mit begriffen ſind 

Ve 
In der That, dieſe Formel giebt für y vier wirkliche und 
unendliche Werthe, wenn man darin x poſitiv und un⸗ 
endlich macht, und ſie giebt noch in der Vorausſetzung 
von x negativ und unendlich eine gleiche Anzahl. 

Man wird weiter hin in dieſem Capitel ſehen, daß 
die Zahl der unendlichen Zweige) von einer Curve, nicht 
die doppelte Zahl von derjenigen eee kann, wel⸗ 
che den Grad ihrer Gleichung anzeigt. 


207. 
Wir werden noch uͤber die Gleichung 
* — 2 * N — aK ＋ b o 
eine wichtige Bemerkung machen: das nemlich in dem 
I Fall 
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Fall wo b gleich Rull wäre,‘ fie nicht mehr wie vorher 
eine einzige Curve vorſtellen wuͤrde, aber ſie wuͤrde zu 
dem Syſtem der beyden Curven der zweyten Ordnung 
gehören: denn fie würde ſich auf 
* = 2 * * ＋ * — a4 K 2 O 
reduciren und ſich in zwey Factoren 
„* — xy ＋ ax und 5 — xy — ax 
zerlegen, welche, wenn man ſie gleich Null ſetzt, die 
Gleichungen der beyden unterſchiedenen Curven ſeyn wuͤr—⸗ 
den; und weil dieſe Gleichungen alle beyde der Vorgege⸗ 
benen genug thun, fo folgt daraus, daß das Enſembel der 
Puncte von jeder der Curven, welche fie ausdrucken, auch 
genug thut. . N 
ueberhaupt, eine Gleichung kann nicht eine einzige 
Curve vorſtellen, fo lange als alle ihre Factoren in Bes 
ziehung auf eine der unbeſtimmten Größen x oder y irra— 
tional ſind; wenn dieſe Bedingung nicht ſtatt findet, fo 
giebt ſie ſo viele unterſchiedene Curven, als ſie gleiche 
Factoren in x und y hat. 32 
Es giebt ſelbſten in allen Graden, Gleichungen, welche 
nichts als eine Verſammlung von graden Linien aus⸗ 
drücken, und dieſe find diejenigen, welche ſich in Factor 
ren von der Geſtalt 5 we 
5 5 — ax b, a 
zerlegen laſſen, wo a und b rationale oder irrationale 
aber doch beſtaͤndige Größen find. 
Der aller einfachſte von dieſen Faͤllen, und den man 
den Augenblick, nach der Bemerkung, welche wir in Nr. 66. 
uͤber die gleichartigen Functionen gemacht haben, erkennt, 
findet ſtatt, wenn die vorgegebene Gleichung gleichartig 
in Beziehung auf x und ey iſt, und fie kein beſtaͤndiges 
Glied hat. Wenn man z. B. die Gleichung 
e G 2 N 


* 
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y — pxy'＋ dy xx S o, 
hätte, fo wuͤrde fie durch die Annahme von y = ax durch 
x’ theilbar und brächte fie auf 
a — pa“ qa! - r so. 

Bezeichnet man alfo durch a“, a“, a’, die Werthe von a, 
welche dieſe letzte Gleichung geben wird, wenn ſie reel ſind, 
ſo wird die vorgegebene Gleichung zu drey graden Linien 
gehoͤren, welche zur Gleichung haben, 

7 ax; 7 ax, a X 
oder zu einer einzigen, wenn a nur einen reellen Werth hat. 
In dem allgemeinen Fall, wenn man ax + b, ans 
ſtatt y ſubſtituirt, fo ſoll man a und b vermittelſt der 
beftändigen Größen der vorgegebenen Gleichung beſtimmen 
koͤnnen, ſo daß ſie befriediget ſey, welches auch der 

Werth von x ſeyn mag; wenn man alſo nach der Sub— 
ſtitution den Coefficienten von jeder Potenz von x, gleich 
Null ſetzt, ſo wird man die Gleichungen haben, welche 
die dieſem Umſtande relativen Bedingungen ausdrucken, 
und welche die Werthe von a und b geben. 


208. 


Nach der Betrachtung der Anzahl und der Ausdeh: 
nung der Zweige einer Curve, ſtellt ſich die mit ihren ſin—⸗ 
gulairen Puncten dar. Man nennt ſo, die Puncte 
ihrer Bahn, welche etliche merkwuͤrdige Particulari— 
taten darbieten. Die Curve welche uns zum Beyſpiel in 
Nr. 204 gedient, hat davon verſchiedene Gattungen. 


Der Punct A (Fig. 9) in welchen ſich mehrere Zweige 
ſchneiden, ift ein vielfacher Punct, und er iſt leicht 
zu erkennen, denn indem man x So macht, fo geben 
die Gleichungen (2) und (4) zugleich 7 = o 

Die 
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Die Puncte F und E, find nicht vielfache Puncte, 
obgleich ſich dort zwey Zweige darin vereinigen (Nr. 204) 3 


es find nur zwey Grenzen von der vorgegebenen Eurve, 


nach der Richtung der Axe AB, und fie wuͤrden dieſe Ei— 
genſchaft verlieren, wenn man die Richtung der Ordi⸗ 
naten veraͤnderte. 


Der Zweig IH bietet uns eine befondere Gattung von 


Eingularpunct dar. Nachdem man feine Hoͤhlung ge⸗ 
gen die Axe 40 gerichtet hat, ſo zeigt ſie ihm hernach 
feine Eonveritätz dieſe Veranderung heißt Inflerion 
(Beugung), und der Punct K, wo er ankommt, heißt 
Inflerionspunct. (Beugungspunct). 


i 209. s 
Indem man die beſtaͤndigen Großen einer Gleichung 
von zwey unbeſtimmten Größen verſchiedene Werthe giebt 
ſo leitet man daraus Curven ab, welche, obgleich von 
ſehr verſchiedenen Formen, demohngeachtet doch einen ge: 
meinſchaftlichen Character haben; und die Art, davon die 
Umftände, welche der allgemeinſte Fall zeigt, ſich in jedem 
befondern Fall modificirt finden, verdient bemerkt zu wer⸗ 
den. Die Gleichung s 
Ay F c) Xx ＋ bex o 
wird uns von dieſen unterſchiedenen Veränderungen ein 
ſehr einfaches Beyſpiel geben. . 


Sie giebt 
1 — ay ee, 
a a 


Man ficht ſogleich daß die Curve, welche fie vorſtellt auf 
jeder Seite der Axe AB gleiche Theile haben muß, und 
daß, die Werthe der Ordinate y auf die Seite der pofiti- 
den x imaginair ſeyn werden, fo lange man Sb machtz 

G 3 daß 
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daß aber von Seiten der negativen x, fie reel von 
* o bis x - c ſeyn werden, über welches Glied 


hinaus ſie auf immer wieder imaginair werden. Der Aus⸗ 


druck von y iſt leicht zu verzeichnen, indem man ihn für 
eine zureichende Anzahl von Abſciſſen macht, ſo wird man 
‚finden, daß, die Curve welche die vorgegebene Gleichung 

iebt, diejenige iſt, welche Figur 10 vorſtellt, und daß ſie 
auf die Seite der negativen xen ein Oval hat, deſſen Durch⸗ 
meſſer AF So, und auf die Seite der poſitiven xen zwey 
unendliche Zweige hat. 

Wenn man c =o macht, ſo redueirt ſich die vor⸗ 
gegebene Gleichung auf ’ 
ay“ — * ＋ b“ mo; 

woraus man 


X (Xx — b) 
— = — 
1 y 


ziehet. Dieſe Formel die immer eingebildet iſt, wenn x 
negativ ift, giebt y = o, wenn man darin Ss macht, 
und wird hernach wieder eingebildet, bis man x >b 
macht. Der Punct A Fig. 11, wo x und y zugleich 
Null ſind, welches der Gleichung 
ay“ — X ＋ bx o, 

genugthuend iſt, ſoll, obgleich iſolirt, einen Theil von der 
durch dieſe Gleichung entſtehenden Linie ausmachen. Die: 
ſer Umſtand, der im erſten Augenblick ſingulair ſcheint, 
iſt leicht zu begreifen, wenn man darauf aufmerkſam iſt, 
daß je kleiner die beſtaͤndige Groͤße e if, je kleiner iſt 
das Oval AF von Figur 10; und man begreift, daß es 
ſich in einen Punct reduciren muß, wenn fein Durchmeſ— 
fer o Null wird. 

Man ſieht alſo, daß die durch die Gleichung gegebene 
Curve 


ay — 
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ay“ — * 4 bx o, 
noch Spuren aufbewahrt, von der Form die diejenige 
annimmt, welche die allgemeinere Gleichung 
art (bc A bex = 
vorſtellt, von welcher fie hergeleitet iſt.“) 
Wenn, indem man b = o vorausfegti, man e beybe⸗ 
Hält, fo wird man die Gleichung 
ay — Xx - c mo 
haben; da in dieſem Falle die Zweige EX, und EX’ 
der Curve von Figur 10 durch den Punct à gehen, ſo 
würden fie ſich wieder mit den zwey Hälften des Oval, 
AF vereinigen, und die Figur 12 bilden. 


G 4 endlich, 
9 Die iſolirten Punete, fo wie der Punct A in dem obigen 
Beyſpiele, heißen eonjugirte Punete. Es giebt Glei⸗ 
chungen, die nur eine beſtimmte Anzahl von dieſen Puncten 
ausdrücken. Wenn man z. B. die Gleichung 
(x? — 45 + ( ** Fr b?)? =o 
hätte, ſo koͤnnte man ihr hier nicht anders Genüge thun, 
als indem man 5 
* — a o, y — b 0 
macht, denn da ein Quadrat nie negatio werden kann, fo kann 
die Summe von ſo vielen Quadraten als man will, nicht 


anders Null ſeyn, wenn nicht jedes von ihnen es für ſich 
if. Dieſe Gleichung wird alfo 

* + 7 b 
zeben. Es iſt leicht zu ſehen „daß, indem man in dieſe 
Sefultate alle möglichen Zeichen Verbindungen macht, man 
daraus niemals mehr als vier reſpective in den bier Win⸗ 
kein der Coordinaten gelegenen Puneten zieht. Ich bemer⸗ 
ke noch, daß die vorgegebene Gleichung, als ein beſonde⸗ 
ber Fall von dieſer andern viel allgemeinern 

(x? =) a) + (y? = b?)? = c, 

ange ehen werden kann, die eine aus vier geſchloſſenen Thei⸗ 
len ziſammengeſetzte Curve geben würde. 
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Endlich, wenn man e, in der Gleichung 
a y — x Asa X = 0 
nach 25 nach immer kleinere Werthe giebt, ſo wird ſich 
das Blatt Ab nach und nach immer mehr zuſammenziehen, 
und durch Verſchwinden endigen, wenn man e = o ma⸗ 
chen wird; es iſt auch leicht ſich davon zu verſichern, 
indem man die gegebene und durch Figur 13 vorgeſtellten 
Curve durch die ſehr einfache Gleichung 
a * S o 
unterſucht. 
Wenn man y als Abſeiſſe anſieht und x als die Or⸗ 
dinate, ſo wird, wenn die Gleichung 
ay? — x’ ri c) * ＋ bex O . 
in Anſehung dieſer letzteren Unbekannten, vom dritten 
Grade iſt, ſie davon drey Werthe fuͤr jede von denen 
der erſtern Gleichung gehen, und wenn man y=o macht 
ſo wird daher die Gleichung 
— * (b — cx +beseo. 
entſtehen, deren Wurzeln 
Xx S a, seh X — c 
die Entfernungen der Puncte A, E und F von der Axe 40, 
Fig. 10, ausdrucken. i 
Wenn man b=o macht, fo werden die zwey 
Wurzeln N 
x S O und * = b 
gleich, und zeigen an, daß der Punct F und der Punect 
A ſich vereinigt haben, und wenn man hernach e 2 o 
vorausſetzt, fo zeigt die Gleichheit der drey Wurzeln 
* a, sb seo 
daß die Puncte A, E und F dä mehr als einen derſel⸗ 
ben ausmachen. 
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In den verſchiedenen Veränderungen, welche die durch 
die Gleichung 
ay — x? 4 (b — c)x° n 
gegebene Curve erleidet, wenn man ſucceſſive h und b Null 
macht, fo wird der Punct B zuerſt ein conjugirter Punet, 
und hernach ein Knoten; er iſt in einem und dem andern 
Falle vielfach, weil er zwey Puncte von der gegebenen Cuts 
ve vereinigt: endlich, wenn man die durch die Gleichung 
ay” — 2 O 
vorgeſtellte Curve durch Puncte e welches leicht 


iſt, weil man a Bee, 
2 x’ 
‚=: V 

2 13 


hat, fo wird man ſehen, daß, die beyden Zweige AX und 
AX“ Fig. 13, welche ſich nicht auf die Seite der negati- 
ven xen erſtrecken, ihre Convexitaͤten einander entgegenge⸗ 
ſetzt haben, und der Punct A, in welchen ſie ſich verei⸗ 
nigen, iſt alsdenn ein Ruͤckkehrpunet der er⸗ 
ſten Art (point de rebroussement de la premiere espece), 


Man ſieht in A Fig. 14, einen Ruͤckkehr⸗ 
punct der zweyten Art, die ſich von der ers 
ſten darin unterſcheidet, daß einer von den Zweigen AX 

z. B. feine Converität gegen die Concavitaͤt der anhern 
ehe 5 


Die in der Figur Wegeßelte Curve iſt aus der 
Gleichung 


8 
6 e 
a 


hergeleitet, daraus man zieht 


x2 a Zee 2 — 
— — Ri x 1 
SS 
A a og a 4 


210. 
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210. 


Von der Transformation der Coordinaten), und von ihre nvor⸗ 
nehmſten Gebrauch. 
U 


Da die Lage der Axen der Coordinaten willkuͤhelich 
iſt, ſo folgt daraus, daß man ſie ändern kann, ohne die 
Natur der Curve, welche man betrachtet, zu verändern, 
und daß folglich dieſelbe Curve unterſchiedene Gleichungen 
haben muß, unter welchen ſich daher nothwendiger Weir 
ſe einfachere, als die andern finden werden. Die Curve 
von Nr. 204 wuͤrde z. B. eine viel zuſammengeſetztere 
Gleichung haben, wenn fie auf andere Axen bezogen wär \ 
re als die von Fig. 9 / welche ſich in vier unter ſich aͤhn⸗ 
liche Theile theilen; verfegt man bloß die Axe der Abſeiſſen 
AB mit ſich ſelbſt parallel, in der Loge 4/57, fo werden 
fi die Werthe der denſelben Abſeiſſen relativen Ordina⸗ 
ten um die Größe AA! vermehrt finden, und die Poſitiven 
wurden nicht mehr mit den Negativen gleich ſeyn. 

Die groͤßte Veränderung die man in den Syſtem der 
Coordinaten bringen koͤnnte, ohne aufzuhoͤren, ſie als gerade 
und reſpeetive zwey fixen Linien parallel zu nehmen, bes 


ſteht darin, daß, man ihnen einen neuen Urſprung und ans 


dere Richtungen giebt. Wir wollen ſogleich dieſen allge, 
meinen Fall umfaſſen, und wollen annehmen, daß man 
ſich vorſetze, die Werthe der Coordinaten 
=, PM=y Fig. 18. 
auszudrücken, in Beziehung auf die Axen AB und A8 
durch zwey andere Coordinaten 

AP!“ = — u, P/ M = N t, 


auf die Aren K“ 5%, AUCH bezogen, von welchen man 


die Lage in Anſehung der erſteren kennt. 


Nach 
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Nachdem man durch den neuen Urſprung “ die geraden 
Linien AB’ und A- reſpective mit AB, und A0 
parallel, gezogen hat, ſo werden die Entfernungen AA“ 
und AA’ durch die Hypotheſe gegeben ſeyn, und indem 
man fie durch a und b vorſtellt ſo wird man haben 
AP = NP A AAN = N ＋ a, 
PMI = PM ＋ AA“, = PM ＋ b. 
Zieht man nachgehends durch den Fuß der neuen Ordi— 
nate PM, die Linien P und PR, die eine parallel mit 
Az und die andere mit A0, fo wird man beobachten, 
daß, da die Axen AB und A“! in Betracht von 
AB und A & der Lage nach gegeben find, man alle Wins 
keln der Dreyecke A“ “PR, MP“ kennen muß, oder 
welches auf eins herauskoͤmmt, die Verhaͤltniſſe ihrer 
reſpectiven Seiten: man mache alſo 
Ar R pP’ R ’ P. Q Q M 
iF m apa IR Dam FP. ZZ 4 
fo wird man haben 
A“ R m. A “' P/ = mu, P’R = n. A“/T P. = nu, 
P/ = p. PVM =pt, QM=q.P!M qt, 
woraus man ziehen wird 
AL P == AUR — PQ mu + pt, 
PM S PR T M= au * 
und endlich 
* ＋ APS N, ＋ a mu 4 pt a 
Y = PM = PM +b=nı ꝗt b. 


So ſind die allgemeinſten Werthe, welche die Coordinaten 
* und y nehmen können, beſchaffen, indem die Coordi⸗ 
naten unter ſich einen beliebigen Winkel machen, wenn 
man ſie durch andere Coordinaten deſſelben Geſchlechts, 
aber von beliebiger Lage ausdruͤckt. Wir wollen jetzt ſe⸗ 
hen wie man diejenigen davon ableitet, die den verſchie⸗ 

denen 
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denen beſondern Fällen, welche ſich darſtellen zuſtimmen 


können. 
1. Wenn man die neuen Coordinaten mit den erſte⸗ 


ren parallel annimmt, und, wenn man nichts weiter als 
die Lage des Urſprungs änderte, fo wuͤrden die Linien 
A, C, und R, in einander fallen, ſowohl AB” 
und A/ B/; man würde, folglich haben 
nf I, nz 0, p o und 4 21 
und es wuͤrde daraus erfolgen 
i x S ua, yt ＋ b 

welches leicht & priori zu ſehen iſt, weil alsdann A/ p 
und A/ P“ ſowohl als PM und PM zuſammenfallen 
wuͤrden. i 

Indem man a oder b gleich Null ſetzt, ſo wird man 
in ihre Stelle die Axe A0 oder die Axe AB beybehalten. 

2. Wenn man nichts anders als die Richtung der Axen 
AB und AC verändern wollte, und man immer den Urs 
ſprung an den Punct A lieſſe, fo würde man zu gleicher 
Zeit, da die Linien AB’ und A O in dieſem Falle auf 
AB und auf AC fallen, a=o und b=o haben, welches 

* = mu pt, yznı + gt 

geben wuͤrde. 

Man ſieht, daß wenn man m D 1 und n o an⸗ 
nimmt, woraus 2 

* Su pt, y t 
entſtehen wuͤrde, alsdann die Linie AwB die Linie A’ıpr 
decken wuͤrde, und, daß, man folglich nur die Richtung der 
Ordinaten geaͤndert haben wuͤrde; eben ſo se man be⸗ 
weiſen, daß x 
en nde e t 

die Werthe von x und von y find, welche der Veraͤnde⸗ 


rung der Richtung der Abſciſſen relativ ſind. 
a 211. 
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211. 


Man muß beobachten, daß zwiſchen den Groͤßen m. 

n, p und q. welche von der Richtung der neuen Coordi— 
naten abhängen, eine nothwendige Relation iſt, fo, daß 
man fie nicht alle viere willkuͤhrlich nehmen kann; denn 
wenn, indem man den Winkel der primitiven Axen AB 
und A/, kennt, man ſich noch die Winkel BA AB/ 
und CAB, gäbe, fo würde die Lage der neuen Axen 
ALL,“, und AUCH durch die drey Dinge gänzlich ber 
ſtimmt. Wenn man von einem bekannten Syſtem der 
Coordinaten zu einem andern ebenfalls bekannten Syſtem 
übergeht, fo werden die Größen m, n, p und q, nach ih⸗ 
ren Definitionen berechnet unter ſich die Relatſon haben, 
von welcher man ſo eben geſprochen hat; aber es folgt 
aus dem was vorhergeht, daß, wenn die Lage des Ur— 
ſprungs gegeben iſt, man nicht die Richtung der neuen 
Axen auf ſolche Art beſtimmen kann, daß ſie mehr als 
zwey unterſchiedene Bedingungen befriedigte, und 355 
in den Ausdrucken 
* mu ＋ pt A a, 5 S nu ꝗt & b, 

die Größen * und y, u und t, nicht die Coordinaten ei⸗ 
nes und deſſelben Punctes in Beziehung auf zwey Syſteme von 
graden und parallelen Coordinaten ſeyn konnen, fo lange 
als m, n, p und g beliebig ſeyn. Hier iſt ein ſehr einfa⸗ 
ches Mittel die Relation zu finden, welche unter dieſen 
Größen exiſtiren ſoll. 


Wenn man durch den Punet M die Graden MG und 
MH tefpective Winkelrecht auf AB! und AB” führt 
und daß man die Winkel 

5 MR“ == CAB; und MP“ B/ = 8 
als bekannt annimmt, fo wird man das Verhältniß von 

PM 
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PM zu PG haben, und das von PM zu PH; nennt 
man den Verhaͤltnißnahmen des erſten g, und den des 
zweyten h, ſo wird 

Pp. = g. PN und P’H h. PVM; 
zieht man nachgehends daraus A M und ſtellt A /p! und 
P/ M durch x und y vor, fo werden die ſchiefen Dreiecke 
A p M und AU’ P“, M geben 


u Nb, PH L aA Vi, xc P e Tag K 


N b HP px PH u? + t?-+ put. 
Indem man dieſe beyden icke von AM gleich ſetzt, 
ſo wird 

Ke ＋ V + 2X y“ u te T ahtu 
ommen; ſetzt man für *“ und / ihre Werthe 
: mu pt und nu + gt 
fo wird man 
(me- En- +amng)u* (p- g' Tepag)t- . 
almp+ng (np mut u' t“ Tahut 
haben. Da dieſe Gleichung ſtatt finden ſoll, wie auch 
immer die Lage des Punets M ſeyn mag, fo muß fie 
ſich immer unabhängig von u und von beſtaͤtigen, eine 
Bedingung, welche die drey Gleichungen 
m’ ＋ n 2mng SI, 
p'. ＋ 4 T 2p fg 1, 
mp ＋ ng + (np+mg)g = h 
giebt. Indem man g aus den beyden erſtern 8 
wegbringt, ſo wird das Reſultat 
ö (m? ＋ n⸗)p — p + mn pq mn, 
die Bedingungen ausdruͤcken, welchen die Größen m, n, p 
und q Genüge thun ſollen. 
Man ſetzt mehrentheils voraus, daß die neuen Coor⸗ 
dinaten u und t ſich, ſo wie die erſteren, unter rechten Win⸗ 
keln 


U 
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keln RR In dieſen Fall vereinfachen ſich die obi⸗ 
gen Gleichungen ſehr. Wenn die Winkel MPiB und 
M PB“ rechte Winkel werden, fo verſchwinden P/G oder 
g, und P. H oder h, dergeſtalt, daß man nur hat 
me n D I, p' =I, mp nꝗ E , 
woraus man ziehet ö 
merlin, p=ı1—qg, mep'ai— n- ' ng“, 

und wegen 

mp = — ng; 
koͤmmt 

* ＋ 45 
wenn man dieſes Reſultat mit 855 Gleichung 

me ＋ na 1 
vergleichet, fo findet man g = m, dieſes giebt p =- n: 
man wird endlich n 

Xe mu nt, 77 Uu 7 81 

haben, indem man beobachtet, daß die Größen m und n 
eine von der andern, kraft der Gleichung 

mente 
abhängt. Die Fig. 16 die für dieſen beſondern Fall, con. 
ſtruirt iſt, läßt ſehen, daß m der Coſinus des Winkels 
B“ A“, Bi, und n der Sinus davon iſt, und daß man hat 
A PI D ACL R — PRSAUR — pP e mu nt, 
und 2 Er 

PM=PR+QOM=Znu+mt, 

fo wie wir es ſo eben gefunden haben. f 


212. 


Den erſten Gebrauch, welchen wir von der 1 
mation der Coordinaten machen wollen; wird ſeyn: die all⸗ 
gemeine Gleichung der Linien der zweyten Ordnung. 

At 2B ＋ 20y + Dx® + aRxJ + Ey’=o.. 00 


auf 


112 Viertes Capitel. 


U 
auf ihre einfachſte Formen zu redueiren. Wir werden 
zuerſt die Lags des Urſprüngs der Coordinaten verändern, 
indem wir die Axen mit ſich ſelbſt parallel verſetzen, dies 
ſerwegen wollen wir in der obigen Gleichung x’ + a ſtatt 
x, und 5“ T b ſtatt y ſetzen; alsdann wird fie werden 
"A-+2Ba+2Cb+Da?-+2Eab-+Fb?-+(B+Da+Eb)ax’+Dx’? 7 
ICH Ea+FbyayıtaEx/yi) 
-+ Fy’? 
' a = 0...(2) 
Da die Größen a und b willkuͤhrlich find, fo koͤnnen wir 
fie dergeſtalt beſtimmen, daß zwey Glieder aus dieſem Res 
ſultate verſchwinden. Wir wollen vorausſetzen, daß man 
die, welche x und y, abgeſondert von der erſten Potenz 
enthalten, weggebracht werden ſollen; wenn man ihren 
Coefficient gleich Null ſetzt, ſo wird man haben 
B ＋ Da ＋ Eb o. . . (3), C ＋ Ea ＋ Fb S 0. . . (4), 
und es werden in der Gleichung (2) nur die Glieder des 
zweyten Grades *“, x’y’, 5, und das ganz bekannte 
Glied, bleiben. Dieſes letztere Glied vereinfacht ſich ſehr, 
vermittelſt der Gleichungen (3) und (9). 

In Wahrheit, multiplicirt man die Erſte durch a, 
die Zweyte durch b und ziehet man ihre Summe von der 
Gleichung (2) ab, ſo wird, nachdem man die Glieder, 
welche verſchwinden ſollen, darin unterdruͤckt hat, heraus 
kommen a i 5 

A TBA ＋ Cb + Dx + aEx'y’ + Fy = o... (5 


313. 


Wenn man den Axen andere Richtungen giebt, die 
immer untereinander Winkelrecht ſind, d. h. wenn man 
macht ; 

x mu- nt, 5“ nu mt (vorhergehende Rum.) 


ſo 
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ſo können wir noch ein Glied verſchwinden laſſen, denn 
da man nur die Gleichung 

u Far i 
zwiſchen den Größen m und n hat, eine davon zu beſtim⸗ 
men uͤbrig bleiben wird. 


Wenn die Subſtitution gemachtſ iſt, fo wird man haben: 

A-HBa-H-Cb-1[Dm?-H2Emn-+Fn?]u? 1 
＋ [(F—D) m n-HE(m? —n?)Jaut ? = 0...(6) 

-+ [Dn’—2Emin--Fm?]t*. 
Ich fee die Gleichung 

F — D) mn + E(m? — n?) 0 

vermittelſt welcher das Glied worin ut vorkommt vers 
ſchwindet, und wenn ich zur Verkuͤrzung 
. A+Ba+-Cb=a, Dm’--2Emn-+-Fn’=ß, Dn? —2Emn4-Fm’ y, 
mache, ſo habe ich 

4 ＋ u' + yt? 23 0 . 00 
Da dieſe Gleichung nur noch die Quadrate der unbeſtimmten 
Groͤßen u und t enthält, fo wird fie für die eine oder für 
die andern zwey gleiche Werthe und von entgegengeſetzten 
Zeichen, geben. Damit dieſe Werthe reel ſeyn koͤnnen, 
muß ſich wenigſtens eine dieſer drey Größen , 8, und 
y darinnen befinden, die negativ ſey; zufolge der Zeichen 
womit ſie behaftet ſind, wird man haben: 


8 . 
Meer > oder en ut, oder 
7. 7 


* E u'. 
3 


Ich werde mich nicht aufhalten, einen jeden dieſer Fälle 
insbeſondre zu unterſuchen; man ſieht wohl, daß der erſte 
Fall ſich auf die Ellipſe oder auf den Kreis beziehet, und 
daß die bepden letztern der Hyperbel zugehoͤren. In dem 

1. Theil. 9 Einen 
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Einen ift die Coordinate u auf der erſten Axe genommen 
und in dem Andern iſt ſie auf der zweiten genommen. 

Um zu wiſſen in welchen Faͤllen die Groͤßen A und y 
poſitiv oder negativ ſeyn konnen, muß man m und n bes 
ſtimmen, und ihre Werthe in dieſe Größen ſubſtitulren. 
Die Gleichung (7) giebt 


E 
mn 52 (m? — n); 


wenn man macht 


= 3, 
D — F 


und wenn man n' vermittelſt der Gleichung 
2% m' X n 1 
wegbringt, ſo wird kommen 


. . * 
woraus man ziehen wird 


was VIA = ; 
& 142° 2/1 +4® 
und, wenn man nachher 


n? PR 4 a Xx — 1 

= .,®*. r 
2 Vı+33° 

m n? = * 1 * 


A 4 
ſtatt 3 die Größe, welche fie vorſtellt wieder hinſetzt, und 
wenn man nur auf die obern Zeichen der Radicalen Ruͤck— 
ſicht nimmt, ſo wird daraus entſtehen 

D — F 
2 V(D- Df A 

DEF 
a U =; 


m = 3 
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SUCH a ee 

PFF + 48 
Wenn man dieſe Werthe in die Ausdrüce von s und 
7 ſetzt, und fie nachher unter einerley Nenner bringt, 


ſo wird man mit etwas Aufmerkſamkeit ſehen, daß ihre 
Zaͤhler durch 


mn = 


ve = g + 
theilbar ſind, und daß 
„ 0 HD +3VD = . +4, 
„ = 2 F- F ＋ ER 
fo lange als D und F poſitiv ſeyn werden, s es wird auch 
ſeyn, und „ wird nur dann erſt negativ werden wenn 
man haben wird 


(D + F) C O — F? ＋ 4E? oder DF < Er, 


214. 

Wenn man hätte DF = Ee, fo wurde die Größe 
ſich vernichten, und es wurde ſcheinen als wenn die Glei— 
chung (8) nur die eine unbekannte Groͤße u enthielte; aber 
die Gleichungen (3) und (4) (Nr. 212) geben, 


BF — EC cD-EB 
az u — 0 
E. — DE, ERDE 


Werthe, die unendlich werden, wenn DEP = EZ. Man 
kann alſo nicht in dieſen Fall die Glieder 2Bx und 20 
in der Gleichung (1), zu gleicher Zeit verſchwindend 
machen. 

Man wird die Geſtalt, welche die Gleichung (1), in 
dieſem Fall nehmen muß, finden, wenn man darin 
zuerſt 2 


* mu- nt, y = nu ＋ mt, 
as welches geben wird 


‚92 A+ 
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A -(BmCn)zu᷑ Dm! aEmn- Lyn Ju- 3 
n- cm) at +[(F—D)mn+E(m’—n?)]2 ut 1 — 
+[Dn°—2Emn-+Em?]e? h 


das mit ut behaftete Glied, wird vermittelſt der fo eben 
gefundenen Werthe von m und von n, verſchwinden und 
die Coefficienten von uk und te werden noch durch 8 und 
y ausgedrückt werden, dergeſtalt, daß man haben wird 
A ＋ (Bm + Cn)u — (Bn— Cm) at + gu? + at- o. 
Man wird nachher den Urſprung verändern, wenn man 
u“ ra für u und / + b“ fuͤr t ſubſtituirt, um das 
mit u behaftete Glied, ſowohl als das beſtaͤndige Glied, 
vermittelſt der unbeſtimmten Größen a“ und b“ verſchwin⸗ 
den zu laſſen, und man wird ein Reſultat erhalten, wel: 
ches von der Form 
f — t Gu ＋ v . (00 
ſeyn wird. Dieſe letzte Gleichung iſt allgemeiner als die 
Gleichung (8), denn ſie ſtellt alle Curven der zweyten Ord⸗ 
nung vor, und wenn „ Null wird, fo wird fie ſich auf 
— st ＋ Su? mo 
reduciren, eine Gleichung welche der Parabal zugehoͤrt. 


ars. 


Wenn man auf eine beliebige Art den Urſprung 
und die Richtung der Coordinatenare in der Glei⸗ 
chung (1) verändern wollte, ſo müßte man an ihre 
Stelle ſtatt x und „, ihre allgemeinen Werthe ſetzen, 
mu T bt Ta, nu ＋ gt b (Rr. aio), 
und ſie wuͤrde die Geſtalt 
A“ T 2Blu + 2C’t T Du? T aK ut ＋ Fe 2 0 
annehmen in welcher die Buchſtaben A. B/C! u. ſ. w. Func⸗ 
tionen der primitiven Coefficienten und der Größen m, n, 
p: q; a und b vorſtellen. 
\ Wenn 
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Wenn die primitiven Coordinaten unter einander 

winkelrecht wären, fo hätte man g = o, welches 
m n = 1, pa 4 = I, mp fn = h 

geben wuͤrde, und man wuͤrde ſehen, das die Bedingungs⸗ 
gleichung 
(m? ＋ 0b. — (55 ＋ aan mpg mn (Nr. 211) 
zufolge der beyden erſteren identiſch wird, und wenn noch 
uͤberdem der Winkel der neuen Coordinaten beliebig bleibt, 
fd wird h unbeſtimmt ſeyn, und zwiſchen den vier Groͤ⸗ 
ßen m, n, p. und g, würden ſich nur die Gleichungen 

\ me ＋ n= I, p' T 4 r 
befinden. Man koͤnnte alſo wit irgend zwey unter ihnen 
ſchalten wie man wollte fo wie mit den Größen a und b, 
die, wenn fie die Lage des Urſprunges anzeigen, gänzlich 
unbeſtimmt ſind. Man darf jedoch nicht glauben, daß 
man immer vermittelſt dieſer vier willkuͤhrlichen Groͤßen, 
in alle Faͤlle eine gleiche Anzahl Glieder der weiter oben 
transformirten Gleichung verſchwinden laſſen kann, zu 
dieſer Abſicht muͤſſen die Gleichungen die aus den gleich 
Null geſetzten Coeffieienten heraus kommen, unter einan 
der zuſammengehoͤren, und reelle Werthe fuͤr die Groͤßen, 
welche fie beſtimmen, geben. Die größte Reduction die 
man nur machen kann, beſtehet darinn, daß man die 
Glieder 

2 B/ u, 20, Di u' und Fr® 
mit einem mahle verſchwinden läßt, wenn man die Gleis 
chungen 
B“ S o, C“ o, D' = o, F/ o, 
ſetzt, und alsdann wird die vorgeſetzte Gleichung 
A 2E ut o 

welche wie man weiß, der auf ihren Aſymptoten bezoge⸗ 
ner Hyperbel, gehöret. 


93 Wenn 
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Wenn man die Rechnung macht, ſo wird man finden, 
daß die Entwickelungen der Gleichungen 
D/ S o, und “ = o, 
find, 
Dm’ -2Emn ＋ Fn' = o, Dp’ + 2Epg + Fa 0 


und daß fie nur alsdann für 1 und f werte Werthe ge⸗ 
ben koͤnnen wenn Es, FD uͤbertrift. 
Obgleich die Verhaͤltniſſe = und 5 durc dieselbe Ole 


chung gegeben ſeyn moͤgen, ſo muͤſſen ſie jedoch immer un⸗ 
gleich ſeyn, ſonſt wuͤrde man zufolge der Gleichungen 
m' n S 1, und p'. = 
haben 
d m und 4 = n, 
woraus man a 
* S m (u t) ＋ a und y = nu & ) I b, 
ziehet. Wenn man u t elimimirt, fo würde kommen 
nx my = na- mb 
ein Reſultat, welches nicht allgemein mit der Gleichung 
(4 en kannn; daher muß die Gleichung 


= + 25 FF 0 
ihre zwey aa: Wurzeln haben, und wenn man die 
eine von ihnen für = nimmt, fo wird = die andere aus⸗ 
druͤcken. 


216. 


Die vorhergehenden Details ſind hinlänglich um zu 
zeigen, wie die Transformation der Coordinaten, unter 


die Glieder einer vorgelegten Gleichung, diejenigen, die 
nur 
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nur von der beſondern Lage der Axen abhaͤngen, unter⸗ 
ſcheiden läßt; ich werde mich alſo begnügen, den Weg 
anzuzeigen, welchen man folgen muͤßte um die allgemeine 
Gleichung der Linien der dritten Ordnung abzuhandeln 
N -BXTCYNT DX TEXY TF Tx Tux“ IX TKO). 
Wenn man ſtatt x und y, 
mu pt +a und en 
ſubſtituirt, ſo wird die Geſtalt 
A“ ＋ Bu Ct + Du? + Eut + Fri Gu 
+ Hut ＋ lm? ＋ Kr 2 o (2). 
annehmen. 0 
Ich muß bemerken, daß man immer Kk“ == o anneh⸗ 
men kann und auf dieſe Art das Glied t' wegbringt. In 
der That, wenn man die Rechnung ausfuͤhrt, ſo wird 
man finden, daß 
K = p + Ap'g * + Ka“, 
und daß daher das Verhältniß von 5 welcher durch die 
Gleichung 
0 55 * + SE ee 
beſtimmt ift, te ie reellen Bin haben wird. 


Wenn man nur von primitiven Coordinaten, u an⸗ 
dern noch winkelrechten Eoordinaten übergeht, und wenn 
man den Urſprung in dem Punct, wo er zuerſt war, läßt, 
fo könnte man ſich immer des Gliedes K't', entledigen, 
denn wenn man 

4 o, bo, pn und J = m (Nr. 211) 
n der weiter oben transformirten Gleichung annimmt, fo 


wird man um — zu beſtimmen die Gleichung 
n 


24 Er 
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0 e 2er 


1 


haben. 
Daraus folgt, daz die Gegenwart des Gliedes K 5“, 
die Gleichung (1) nicht allgemeiner macht; es verhält fi 
eben fo mit den mit y' behafteten Gliede, in der Glei— 
chung der fuͤnften Ordnung, und der analogen Glieder in 
allen ungraden Ordnungen. Dieſer Fall hat für die 
graden Ordnungen nicht ſtatt, denn man hat ſchon (in 
der vorhergehenden Nr.) geſehen, daß eines von den Qua⸗ 
draten u' oder te, nur in einem beſondern Fall aus der 
Gleichung des zweyten Grades verſchwinden koͤnnte. 

Da die allgemeine Transformation vier willkuͤhrliche 
Groͤßen einfuͤhrt, ſo koͤnnen wir davon noch drey beſtim— 
men, ſo daß man eine gleiche Anzahl Glieder in der 
Gleichung (2) verſchwinden laſſen kann das Glied 
Kt? ausgenommen, welches ſchon durch die Gleichung 
K“ o weggebracht iſt. In der Wahl diefer Glieder zzei⸗ 
gen ſich mehrere Combinationen. Newton welcher zuerſt 
die Enumeration der Linien der dritten Ordnung machte, 
brachte ſie alle auf die vier folgenden Gleichungen: 

A T Nu ＋ Du ＋ Ou E Ft ＋ lut- 2 o 
A Bu ＋ D'u- ＋ Ou ＋ Kut S o 
A“ T＋ B'u ＋ Due ＋ Gu ＋ Ft? 
A“ ＋E Bu ＋ Du GW ＋ ct =o 
Die erſte entſtehet aus der Vorausſetzung von 
ER, r G, H, o. FS o, Fd, 
in der Gleichung (2). Die drey andern ſtimmen mit den 
verſchiedenen Fallen überein, in welchen die beſondern Re⸗ 
lationen, die ſich zwiſchen den Coefficienten der Gleichung (1) 
befinden, mit den Gleichungen, welche die Transforma⸗ 
tion der Coordingten geben kann, zuſammenlaufen, um 
eine 


2 
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eine größere Anzahl Coefficienten der Gleichung (2) Null 


zu machen. 


217. 

Man hat geſucht in den Curven der höheren Ord⸗ 
nungen, Eigenſchaften wieder zu finden, die den Eigen“ 
ſchaften der vinien von der zweyten Ordnung analog ſind 
dieſes hat zu der Betrachtung der Mittelpuncte und 
der Durchmeſſer Anlaß gegeben. 

Der Mittelpunct einer Curve iſt ein Punct ſeiner 
Flaͤche, fo daß alle graden Linien die dadurch gehen, auf 
beyden Seiten dieſes Puncts, gleiche an der vorgegebenen 
Curve ſich endigende, Lagen haben. Der Urſprung der 
Coordinaten in den Beiſpiel von Nr. 204, iſt der Mittel⸗ 
punct der durch Fig. 9. vorgeſtellten Curve; denn wenn 
man durch dieſen Punct eine beliebige grade Linie Mm 
ziehet, fo werden die beyden Theile AM und Am unter 
einander gleich ſeyn; und dieſes deswegen, weil, wenn 
man Ap = AP nimmt, fo wird man unter AB, Ordina⸗ 
ten pm und pm‘ refpective gleich mit PM und PM’ 
finden. 

Die Curve die als Beiſpiel angeführt iſt, verdankt idieſe 
Eigenſchaft ihrer Gleichung, welche dieſelbe bleibt, wenn 
man darin x und y in — x und — y verwandelt, die, 
ſes macht, daß ein jeder negativer Werth von x, eine 


Ordinate von der nemlichen Groͤße, als die welche mit 


dem poſitiven correſpondirenden Werth, aber von entgegenge⸗ 
ſetzten Zeichen uͤbereinſtimmt, giebt, und man ſieht, daß dieſes 
in jeglicher Gleichung von graden Graden, geſchehen wird, 
die nur Glieder enthaͤlt, wo die Summe der Exponenten 
von * und y eine grade Zahl macht, oder in jeglicher 
Gleichung von ungraden Graden, fuͤr welche dieſe Sum— 

95 me 
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me immer eine ungrade Zahl ſeyn wird, dergleichen wuͤr⸗ 
den z. B. ſeyn. 
x — xy’ Ay — B= „ 

7 - Ay yo, 
Daraus folgt, daß, um zu wiſſen ob eine Curve einen Mite 
telpunct hat, man verſuchen muß, ob, wenn der Urſprung 
der Coordinaten in einen beliebigen Punct verſetzt wird, 
man nicht alle Glieder von ungraden Grade, verſchwin— 
den laſſen koͤnnte, in dem Falle, wo die vorgegebene Glei⸗ 
chung von einem graden Grade oder alle Glieder von 
graden Grade ſeyn wuͤrden, wenn ſie von einem ungraden 
Grade waͤre. 


In der zweyten Ordnung verſchwinden immer die 
Glieder von ungraden Graden 2bx und 20, ausgenom- 
men wenn E? > Dp iſt (Nr. 214); auch iſt die Parabel 
welche dieſem beſondern Falle entſpricht, die einzige von 
den Curven der zweyten Ordnung welche keinen Mittel⸗ 
punct hat. 


um die Kurden der dritten Ordnung die einen Mittel- 
punct haben, zu erhalten, wird man in der allgemeinen 
Gleichung der vorhergehenden Nr. anſtatt x *“ + a und 
5“ + b, ſtatt y ſubſtituiren muͤſſen, nachher muß man 
die Coefficienten eines jeden der vier Glieder von 
graden Grade A, Bx, EX Ty“, F ys, gleich Null ſetzen, 
und da man nur zwey willführlihe Größen eingeführt hat, 
fo werden darin zwey Bedingungs- Gleichungen bleiben. 
Ich werde mich nicht bey dieſen Rechnungen aufhalten, 
welche keine andere Schwierigkeit als die ihrer Länge 
haben. 


218 
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Die Durchmeſſer der Curven der zweyten Ordnung 
ſind, wie man weiß, ſolche grade Linien, daß fuͤr jeden 
ihrer Puncte die poſitive Ordinate der negativen Or⸗ 
dinate gleich iſt; ein auf ſeine Ordinaten winkelrechter 
Durchmeſſer wird Are genannt. In den Curven der hoͤ— 
heren Ordnungen hat man die Annahme des Worts 
Durchmeſſer ausgedehnt, indem man jjede Axe der 
Abſeiſſen fo nennt, wenn fie ſo beſchaffen iſt, daß in je⸗ 
dem ihrer Punete die Summe der poſitiven Ordinaten 
gleich der Summe der negativen Ordinaten iſt. 

Wenn die allgemeine Gleichung der Linien der Ord— 
nung er, in Beziehung auf „ geordnet ift fo kann fie vor— 
geſtellt werden durch: 

yr T (ATZ) yr ＋ (CT Dx FX )yr-2 . 

J aa 
und es iſt evident, daß, wenn man einen beſondern Werth 
von x betrachtet, A -+ Bx die Summe der übereinftimmens 
den Werthe von y, mit einen entgegengeſetzten Zeichen 
genommen, ausdrucken wird, C + Dx + Ex” die Sum⸗ 
me ihrer Producte zu zwey und zwey ... und endlich 

P ＋ QX ＋ R.. . + Uxu, 
das Product von allen dieſen Werthen. 


Man koͤnnte viele wichtige Folgen aus dieſer die Glei⸗ 
chung einer krummen Linie vorſtellenden Art ziehen, aber 
um bey meinem Gegenſtande zu bleiben, fo werde ich 
mich begnuͤgen bemerken zu faffen, daß wenn das mit 
Ye behaftete Glied fehlen wird, die vorgegebene Curve 
auf einen ihrer Durchmeſſer bezogen wird, weil alsdann 
die Summe der poſittven und negativen Ordinaten fuͤr 
eine beliebige Abſeiſſe Null ſeyn wird. Wenn das mit 


n 


25 
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vn behaftete Glied ſich in der Gleichung befindet, ſo 
wird man es immer verſchwinden laſſen koͤnnen, wenn 
man die Lage der Axen der Abſeiſſen, und die des Urs 
ſprungs der Ordinaten veraͤndert. Die allgemeinen For⸗ 
meln aus Nr. 210 geben in dieſem Falle 
* mu und 7 = nut A b. 
Wenn dieſe Subſtitution gemacht iſt, fo wird für die zwey 
erſten Glieder der transformirten Gleichung, in Bezie⸗ 
hung auf t geordnet, a 
tr E [(n u ＋ b) ＋ A B muj t- x; 
Man wird den beſtaͤndigen Theil des Coefficienten von tr-x 
und den mit u behafteten für ſich gleich Null ſetzen muͤſ⸗ 
ſen, welches geben wird 59 
rn ＋ Bm D o, rb ＋ AS 0 
woraus 
= Res » = ER 2 
m 
Man ſieht aus dieſen Reſultaten, daß es immer moͤg⸗ 
lich ſeyn wird das mit tier behaftete Glied zu entfernen, 
aber, wenn man die Lage der Ordinaten, welche wir 
nicht berührt haben verändert, fo wurde man auch die 
Lage des Durchmeſſers verandern; daraus folgt, daß eine 
einzige Curve, eine unendliche Anzahl Durchmeſſer hat. 


219. 


Wenn man mit einemmahle auf eine beliebige Art 
die Lage der Axe der Abſeiſſe und den Winkel der Coor— 
dinaten verändert, d. h. wenn man mu ＋ pt ſtatt x, 
und nu + gt + b ſtatt y, ſubſtituirt, fo würde man 
dahin gelangen, alle Glieder in welche y ſich zu einen uns 
graden Grade erhoben findet, entfernen koͤnnen, die 

neue Are der Abſeiſſen würde ein Durchmeſſer deſſel⸗ 
ben 
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ben Geſchlechts ſeyn, als die der zweyten Ordnung, 
ein abſoluter Durchmeſſer, deſſen ſaͤmmtlichen Puncten, 
eben ſo viele poſitive als negative Ordinaten entſprechen 
wuͤrden, und eine jede der Erſten wuͤrde eine ihr gleiche 
unter den Zweyten haben. In Wahrheit, man koͤnnte 
alsdann ts, als die unbekannte in der vorgegebenen Glei⸗ 
chung anſehen, und wenn man t? S 2 machte, fo würde 
kommen t + Vz, oder fo viele Paare vom Werthe 
von t, gleich und von verſchiedenen Zeichen als die Glei— 
chung in 2 Wurzeln haben wuͤrde. Es verhaͤlt ſich nicht 
ſo mit den abſoluten Durchmeſſern, wie mit den einfachen, 
denn die Anzahl Glieder, welche man verſchwinden laßen 
muß um die Curve zu erhalten, bey denen abſolute Durch⸗ 
meſſer ſtatt finden wuͤrden, wird nach und nach immer 
größer, fo wie man zu höheren Ordnungen übergeht, und 
unter den fuͤnf Groͤßen m, p, n, q, und b, ſind wie man 
weiß, nur vier, mit welchen man nach belieben diſponi⸗ 
ren kann. 


220. 

Die Transformation der Coordinaten bietet uns ein 
elegantes Mittel dar, um die Lage einer graden Linie zu 
beſtimmen, die eine vorgegebene Curve in einem beliebi— 
gen Punct berührt, und dadurch uns zu erkennen giebt, 
ob dieſer Punct einfach, oder vielfach iſt, und ob die Cur⸗ 
ve y eine Inflexion erleidet. 

In Wahrheit, wenn man begreift, daß der Urſprung 
der Coordinaten, welcher zuerſt in A Fig. 17 und 18 ge⸗ 
weſen iſt, auf einen beliebigen Punct der Curve MX, 
verſetzt worden iſt und man zur Axe der Abſciſſen die 
grade Linie MB“ parallel mit AB und zur Axe der Ordi⸗ 
naten eine beliebige grade Linie Mm, welche durch den 

i a Punct 
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Punct M-gehet genommen hat, fo iſt es ſichtbar, daß dieſe 
letztere der Curve wenigſtens zweymahl begegnet, nem⸗ 
und in m. 5 

Wenn man u und die neuen Abſciſſen und die neuen 
Ordinaten nennt, und wenn man Apa, und PM=b 
macht, ſo wird man die Gleichung zwiſchen u und t, 
durch die Subſtitution von u + pt + a ftatt x und von 
at + b, ſtatt y, erhalten. Um aber die Puncte in wels 
chen die neue Axe der Coordinaten Mm der Curve begeg⸗ 
net, zu finden, fo wird man in dleſer Gleichung, u =o 
machen muͤſſen, und die Werthe von t die daraus hervor: 
gehen, werden die Werthe der verſchiedenen Ordinaten 
ſeyn, welche dem Urſprung M entſprechen. Wir wol⸗ 
len jetzt voraus ſetzen, daß die Linie Mm, indem fie fich 
um den Punct M dreht, ſich der Linie MT nähert, wel: 
che nur die Curve beruͤhrt, fo wird ſich der Punct m 
auch immer mehr und mehr dem Puncte M nähern, und 
dieſe beyde Puncte werden zuſammenfallen, wenn Mm 
und MT ſich decken werden. In dieſem Falle werden al⸗ 
fo zwey Werthe von t ſeyn, welche zu gleicher Zeit Null 
werden, und folglich wird die Gleichung von u und t 
durch t' in der Hypotheſe von u = o, getheilt werden 
koͤnnen, welches erfordert, daß das durch t multiplicirte 
Glied, ſowol als das beſtaͤndige Glied verſchwindet. Das 
folgende Beyſpiel wird den Gebrauch, welchen man von 
dieſer Bedingung machen kann, zeigen. 

Die Gleichung ſey y* = Ax; man wird darin nur 
ſetzen pt + a ſtatt x, und gt + b ftatt „„ denn da man 
nach den Subſtitutionen u= o machen muß, ſo iſt es 
unnödthig, auf dieſe veränderlihe Größe. zu achten. 
Ordnet man in Beziehung auf t, fo wird man finden 

gr ＋ (2b — A pat ＋ b' — Aa — o. 
5 Soll 
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Soll dieſe Gleichung durch 1? getheilt werden koͤnnen, 
ſo muͤßte man haben 
a abq Ap o. 

Die Erſte von dieſen zwey Gleichungen, welche nicht ans 
ders als die vorgelegte iſt, in welcher man x durch a und 
b durch y erſetzt haben wuͤrde, wird immer identiſch ſeyn, 
weil, da der Punct M, auf der gegebenen Curve iſt, er 
zwiſchen a und h dieſelbe Relation haben muß, als zii: 
ſchen x und BZ 

Die mente Gleichung wird geben I . =. Wenn 
man ſich auf die, in Nr. 210 ng Eonventionen 
bezieht, fo wird man fehen, daß 4, die Tangente des 


Winkels welchen die Coordinate 8 mit der Abfcifie x 
macht, ausdruͤckt, und daß folglich die mit dieſer Ordi⸗ 
nate parallele Axe in Beziehung auf die primitiven Axen, 
zur Gleichung haben muß 


1 b 7 — ) (Nr. 198); 


Wenn man darin den ſo eben gefundenen Werth von * 
ſetzt, ſo geht daraus hervor: 
y-b= = (Xx — a) 
2b 5 
welches die Gleichung der graden Linie T M ſeyn wird. 
x Wenn man in dieſer letzten Gleichung 7 = o macht, 
p wird kommen 
1 2 ba 
ö 


bemerkt man, daß durch die Natur der vorgelegten Curve 
8 
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be = Aa iſt, fo wird man „ = a finden. Dieſer 

Werth, der den Punct T entſpricht wird geben, Fig. 17, 
AT S a, und PT A ＋ AT = 23; 

man wird ohne Muͤhe in dieſem Reſultate die Subtan⸗ 

gente der Parabel deren Gleichung b' = Aa, iſt, wieder 

erkennen. 


221. 


Wenn der Punct M Fig. 19, der Durchſchnitt meh⸗ 
rerer Zweige der Curve wäre, fo würden, wie auch die 
Lage der Axe Mm beſchaffen waͤre, eben ſo viel Werthe 
von t, (welche Rull in der Vorausſetzung von u = o, 
werden), als Zweige durch dieſen Punct gehen, ſeyn, die 
Gleichung in u und in t wäre alſo durch eine Potenz von 
t, deren Grad durch die Anzahl dieſer Zweige angezeigt 
iſt, theilbar, welchen Werth man auch dem Verhaͤltniſſe 


E geben konnte. 
9 


Daraus folgt, daß um zu wiſſen ob der Punct, deſ⸗ 
fen Coordinaten a und b find zu verſchiedenen Zweigen 
der vorgelegten Curve gehoͤrt oder nicht, man 

pt g a und qt ＋ b 
ſtatt x und y ſubſtituiren muß, und nachher muß man ſuchen, 
wie viel Glieder von der transformirten Gleichung vers 
ſchwinden. Wenn fie duch t“ theilbar würde, fo waͤre 
der Punct, welchen man betrachtet doppelt d. h. daß 
er zweyen Zweigen angehören würde; er würde dreyfach 
ſeyn, oder dreyen Zweigen angehören, wenn dieſe transfor— 
mirte Gleichung durch t' getheilt werden koͤnnte, u. ſ. w. 

Man kann auch finden, ob die vorgelegte Curve dop⸗ 
pelte Puncte, dreyfache, u. ſ. w. hat, indem man ſucht, 
die ſo eben abgehandelte transformirte Gleichung durch 


\ 2, 
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te, durch t' .. theibar zu machen. Wir wollen uns z. B. 
vornehmen die doppelten Puncte, der, durch die Gleichung 
* — 3 Ax ＋ Y ＋ A o 

vorgeſtellten Curve zu finden. 

Wenn man darin x und y in pt J a und gt ＋ 
verwandelt, ſo hat man 
a’—zAab-Hb’+A’+[la—AbpH(b’—Aa)a]st 1. _ 

(ap- Apg+bg’Izt’+(p’+g')t?, = 25 
ein Reſultat, welches durch ts theilbar ſeyn ſoll, was 
auch p und 9 ſeyn mag, wenn a und b Werthe haben, 
die ſich zu einem doppelten Punct ſchicken. Um dieſe Ber 
dingung auszudrucken, fo wird man einzeln, das beſtaͤn— 
dige Glied, den Theil des Coefficienten von t der mit p 
multiplicirt, und den welcher mit 4 multiplitirt iſt, 
gleich Null ſetzen, welches die drey folgenden Biadunaen 
hervorbringen wird, 

a — 3Aab b! ＋ A' o, a 3 bi—Aa=0, 
Die beyden letzten geben, 

I) a S o, b o, . N 

Da die Werthe a o, und b=o, der erſten Gleichung nicht 
genug thun, fo gehören fie nicht zu der vorgelegten Curve; 
da aber die Vorausſetzung von a = b, dieſe Glei⸗ 
chung identiſch macht, ſo muß man daraus ſchließen, daß 
der Punct in welchen man * = y = A hat, ein doppel⸗ 
ter Punct iſt. 


222. 


Wenn man die Gleichung der graden Linie, welche 
die Curve an dieſem Punct beruͤhrt, forderte, ſo wuͤrde 


man das Verhaͤltniß = beſtimmen, wenn man den Coef⸗ 


ficient von t? gleich Null ſetzte. Ueberhaupt wuͤrde man 
Il. Theil, für 
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fuͤr einen vielfachen Punct, welcher eine beliebige Zahl 
der letzten Glieder der in t transformirten Gleichung ver⸗ 
ſchwinden laſſen wuͤrde, den Coefficienten des erſten der 
Glieder, welche nicht verſchwinden, gleich Null 1 
Folgendes iſt der Grund dieſer Regel: 


Man kann durch den Punct M eine unendliche Zahl 
ſolcher Axen als Mm, führen, welche einerley Zweig MX 
zum wenigſten in zwey Puncte, begegnen werden; zuerſt 
in M, und alsdann anders wo in m: der zweyte dieſer 
Puncte wird ſich immer mehr und mehr dem erſten naͤ— 
hern, nach Maaßgabe als die Axe Mm ſich immer mehr 
und mehr der Tangente TM nähern wird. Wenn dieſe 
zwey grade Linien ſich decken, fo werden die Puncte M 
und m vereint ſeyn; es wird alſo in Beziehung auf der 
Axe TM ein neuer Werth vont da ſeyn, welcher Null 
werden wird; und folglich wird die transformirte Glei— 
chung in Beziehung auf dieſer Axe genommen, theilbar 
ſeyn, durch eine um eine Einheit höhere Potenz von t als 
diejenige Potenz iſt, 55 man fuͤr jede andere Axe antref⸗ 


fen wuͤrde. 8 


Da der Punct welchen man in dem] Beiſpiel, der vor⸗ 
hergehenden Nummer betrachtet hat, doppelt iſt, ſo muß 
die Tangente angeſehen werden, als, wenn fie drey Wers 
the von t, Null machte, weil es immer ihre zwey giebt, 
die in Beziehung auf einer beliebigen Axe verſchwinden, 
man muß alſo das mit te behaftete Glied in der trans⸗ 
formirten Gleichung verſchwinden laſſen, damit ſie durch 
t theilbar wird 

Wenn man in dieſer Gleichung den Coefficienten von 
te gleich Null macht, fo koͤmmt 

ap - Ap b = oz 
ſetz 
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ſetzt man A, flott a und b, und dividirt durch p, fo fin, 
det man 5 


1 — ro. 5 
P P 


Man darf ſich nicht verwundern zu ſehen, daß = durch 


eine Gleichung, welche von einem hoͤheren Grade, als 
der erſte, beſtimmt iſt, denn ein einziger Blick auf der 
Figur geworfen, beweiſet, daß uͤberhaupt für einen Biel: 
fachenpunct eben fo viele Tangenten find, als verſchie— 
dene Zweige darinn durchgehen, und daß daher ein dop— 
pelter Punct zwey Zweige haben muß. Jedoch, wenn ſich 
unter den Zweigen, mehrere befaͤnden die ſich nur beruͤhr— 
ten, ſo wuͤrden ſie nur eine einzige Tangente haben. 
daraus entſtehen verſchiedene Arten von Vielfachenpuncte. 
Die Ruͤckkehrpunete find Vielfachepuncte, in welchen 
zwey Zweige ſich beruͤhren, und nicht weiter daruͤber hin⸗ 
aus gehen. In dem der erſten Art, befindet ſich die Tan⸗ 
gente TM (Fig. 20) zwiſchen den beyden Zweigen und ſie 
laßt fie beyde auf derſelben Seite, in den der zweyten 
Art, (Fig. 21). Wenn die Zweige anſtatt in M anzuhal— 
ten, auf der andern Seite, nach den punctirten Wegen 
fortgeſetzt würden, fo würde der erſte Fall eine O ſcula— 
tion, und der zweyte ein Embraſſement ſeyn. 


a 223. 
Die Gleichung 
i 414.6 
1 o 
9 5 pe a 
giebt für a nur zwey eingebildete Werthe, welches uns 


ſehen läßt, daß in dem Punet, welchen wir unterſuchen, 
a die 
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die vorgelegte Curve mit keiner Tangente verſehen iſt;; 
und wie klein auch immer ein Theil der Curve ſeyn mag, 
ſo begreift man doch, daß es immer moͤglich iſt eine gra⸗ 
de Linie die fie berührt, zu führen, daraus folgt, daß 
der Punct von welchem die Rede iſt, nichts anders als 
ein iſolirter oder conjugirter Punct iſt (Nr. 209). 
Die Vergleichung von 
* — 3Ax / T TA o, 
mit der allgemeinen Formel der Gleichungen des dritten 
Grades 
„ ＋ Pyr Q o, 
wird geben 
p=— Z3Ax, QS A' +3; 
wenn man für P und Q, ihre Werthe in den Ausdruͤcken 
der Wurzeln von 
＋PyT QS so. 8 
ſetzt, ſo Wird — finden, daß die Wurzeln von 
* — 3Axy ＋ A o, 
ſind 
12 - XK — A, 
ade —— 1 (ee a; 5, 
a; z—A 
Far 3 =. 
Die erſte ftellt eine grade Linie DY vor, Fig. 22) fuͤr wel⸗ 
AE AD = — A; 
da die zweyte und die dritte nur dann reell werden, wenn 
x A beyde zum Punct M ügehoͤren, welcher, wie man 
ſieht, wohl ein Doppeltpunet iſt, aber keine Tangente has _ 
ben haben. 


224 
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224. 


Wenn man die doppeltpunete der, durch die 
Gleichung | 
* — 3Axıy+y=o 
vorgeſtellten Curve ſuchen wollte, ſo wuͤrde die Regel aus 
Nr. 221 a = o, geben; welches anzeiget; daß der ur 
ſprung der primitiven Coordinaten, in der That ein dop⸗ 
peltpunct iſt. 5 ’ 
Wenn man den Coefficienten von t' gleich Null ſetzt, 
um die Tangenten diefes Punctes zu beſtimmen, fo wird, 
man Apg = o finden, eine Gleichung, welche man bes 
friediger, wenn man p = o, oder g = o macht. 


Im erſten Falle, wird das Verhöͤltniß = unendlich, 


und im zweyten Fall Null: daraus folgt (Nr. 196) daß 
eine der Tangenten mit der Abfcifienare einen rechten 
Winkel bildet, und daß die andere ihr parallel iſt. Aber 
da fie durch den Urſprung gehen, fo fieht man, daß die 
erſte nichts anders als die Ordinatenape und die andere 
nichts anders als die Abſeiſſenaxe iſt. Die Figur s ſtellt 
die Curve, welche aus der vorgelegte Gleichung entſtehet 
vor; der Punct A iſt der Durchſchnitt der beyden Zweige, 
von welchen der wine von A0 und der andere von AB 
beruͤhrt iſt. 


225. 
Wenn die vorgelegte Curve eine Inflexion erleidet, 
ſo werden alsdann 3 Durchſchnitte der Axe Mm, (Fig. 23) 
ſeyn; welche ſich auf einen einzigen reduciren werden, 
wenn er ſich mit der Tangente deckt. Daraus folgt, daß 
im Fall einer Inflexion die in t transformirte Gleichung 
33 durch 


134 Viertes Capitel. 


durch t' theilbar ſeyn muß, wie fuͤr einen dreyfachenpunct, 
aber mit dem Unterſchiede, daß, wenn wirklich 3 Zweige 
der Curve durch den Punet M gehen, die mit et und te 


behafteten Glieder fuͤr alle mögliche Werthe von = ders 


ſchwinden würden, waͤhrend daß nur dann, wenn wir 
dieſem Verhaͤltniſſe, den der Tangente zukommende Werth 
geben, die ſo eben genannten Glieder verſchwinden. 

Wir werden als Beyſpiel, die, durch die Gleichung 
* ＋ Ax ＋E B o 
vorgeſtellten Curve nehmen. Wenn man macht 
a = pt ＋ a, y=qat+b 

fo koͤmmt 

a . Aa’ «th Bib (3a + 2Aa)p + B’glt 

+ Gap +ApPf)t ＋ p't' o. 

Wenn die vorgelegte Curve einen Inflexionspunct hat, fo 
wird nachdem was vorhergehet die oben transformirte 


Gleichung dur) w theilbar, wenn man 2. dem dieſem 


Puncte zukommenden Werth giebt; die 3 Gleichungen 
a’+Aa’+-B’b=o, (3a°-+2Aa)p-L-B’g=o, zap’tH-Ap’=o, 
werden alſo zu gleicher Zeit ftatt haben. Die letzte giebt 


A E 
a=— re wenn man in der erften und zweyten dieſen 


Werth ſetzt, ſo wird man finden 


SS 2 A* q A? 
rs 27 B 0 p 335 


Dieſe Werthe gehören nicht zu einem Vielfachenpunt, weil 
fie nicht einzeln einen jeden Coefficienten von p und 4 
aber wohl in einen Inflexionspunct, verſchwinden laſſen. 
Es wären aus den von der Transformation der 
Eoordinaten fo eben gemachten Anwendungen viele inte; 
reſſante 
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reſſante Folgerungen zu ziehen, da ich aber dieſelben 
Gegenſtaͤnden durch die Differentialrechnung abhandeln 
muß, ſo werde ich mich mit den folgenden Bemerkungen 
begnuͤgen. 


226. 


Wenn ein Werth von = die transformirte Gleichung 


durch tu theilbar macht, und wenn der Punct wo dieſes 
geſchiehet nicht vielfach iſt, ſo wuͤrde nur da eine Infle⸗ 
rion ſtatt haben, wo n eine ungrade Zahl waͤre. Um ſich 
dieſen Fall zu zeichnen muß man ſich eine Curve X (Fig 
14) vorſtellen die eine beliebige Anzahl Inflexionen hat, 
z. B. drey; man ſieht, daß eine ähnliche Curve durch ei—⸗ 
ne gerade Linie in fünf Puncte geſchnitten werden koͤnnte, 
und daß die Entfernungen der Durchſchnitte, nicht nur 
allein von der Lage dieſer geraden Linien abhaͤngen wer⸗ 
den, ſondern auch noch von den Zwiſchenraͤumen, welche 
eine jede Inflexion abſondern, Zwiſchenraͤume die ſelbſt 
von den Werthen der beſtändigen Groͤßen der Gleichung 
der vorgelegten Curve, abhaͤngen. 

Es iſt evident, daß wenn die beyden Inflexionen M 
und M“, für einige beſondere Werthe dieſer beſtaͤndigen 
Größen, ſich vereinigten, fie ſich unter einander vertilgen 
würden, dergeſtalt, daß, wenn die Curve in ihren primis 
tiven Zuſtand nur dieſe beyden hätte, fie von ihnen keine 
Spur mehr zeigen wuͤrde. Aber wenn ſie z. B. deren noch 
eine dritte in M“ hat, ſo wuͤrde ſie ſolche noch behalten, 
wenn auch ſelbſt der Punct M“ mit den beyden andern 
vereint angenommenen Puncten M und M“, zuſammenſiele. 
Die Puncte die fo aus der Bereinigung mehreren “in: 
flegionen entſtehen, werden Schlangenpunete genannt 

34 ö fie, 
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fie find entweder ſichtbar oder unſichtbar, je nachdem die 
Zahl der Inflexionen ungerade oder gerade iſt. 


227. 


Eine Curve von einer beliebigen Ordnung kann kei⸗ 
nen Singulärenpunct haben welcher die Vereinigung einer 
Anzahl einfacher Puncte, größer als der Exponent ihrer 
Ordnung waͤre. Und in Wahrheit, weil die Transform a⸗ 
tion der Coordinaten einer Curve, nicht den Grad ihrer 
Gleichung verändert, fo folgt daraus, daß die neuen Or⸗ 
dinaten, welche Lage man ihnen auch geben mag fuͤr die⸗ 
ſelbe Abſeiſſe nicht mehr Werthe haben koͤnnen, als es 
Einheiten in der Zahl welche den Grad dieſer Gleichung 
anzeiget, giebt. Aus dieſem Grunde zeigt eine Curve der 
zweyten Ordnung, die hoͤchſtens nur zwey Ordinaten hat, 
für einerley Abſeiſſe, keinen doppelten Punct; denn wenn 
man den Urſprung in einem Punct von dieſer Natur 
nimmt, und wenn man die Tangente fuͤr die Ordinaten⸗ 
ape nimmt, ſo ſollte daraus die Vereinigung der drey un⸗ 
terſchiedenen Puncte, folgen. Die Curve der dritten Ord— 
nung laſſen Doppelt: und Inflexionspuncte zu, weil fie drey 
Ordinaten auf einerley Abſeiſſe haben koͤnnen. 


228. 


Es iſt leicht dieſe Betrachtungen ſo weit als man im⸗ 
mer will, auszudehnen, fie beruhen auf den Grundſatz, 
daß die Zahl der Durchſchnitte einer geraden, und einer 
jeden krummen Linie, nicht die Zahl welche den Grad der 
Gleichung der Curve anzeiget, uͤbertreffen kann. In der 
That, muͤſſen die Ordinate des Begegnungspuncts von zwey 
beliebigen Linien, zu gleicher Zeit, der Gleichung der ei⸗ 
nen und der der andern genug thun, und wenn man da⸗ 


her 
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her eine der unbeſtimmten Größen aus dieſen zwey Glei— 
chungen eliminirt, ſo wird das Reſultat alle Werthe, 
welche die zweyte unbeſtimmte Größe in den verſchiedenen 
Durchſchnittspuncten der Linien, welche man betrachtet, 
annehmen kann, geben; da die Gleichung einer graden 
Linie y= ax A b iſt (Nr. 196), fo wird das Reſultat 
ihrer Combination mit der Gleichung vom Grade m, ſich 
niemals uͤber dieſen Grad hinaus erheben koͤnnen. 

Aus dem fo eben Geleſenen, und aus dem in Nr. 189. 
bewieſenen Satz folgt, daß zwey Curven eine von der 
Ordnung m, und eine von der Ordnung n, ſich in nicht 
mehr als in mn Puncte ſchneiden können; aber es wird 
oft geſchehen, daß die Zahl der Durchſchnitte nicht dieſe 
Graͤnze erreichen wird und in pdiefem Falle werden x und 
y imaginaire Werthe haben. 

Das Vorhergehende iſt die Grundlage von der Theo⸗ 
rie der Conſtruktion der Gleichungen, in welcher man eis 
ne Gleichung von einer einzigen unbeſtimmten Groͤße, als 
das Reſultat der Eliminirung einer andern unbeſtimmten 
Größe zwiſchen zwey Gleichungen, anſiegt, welche zu gleis 
cher Zeit die erſtern enthielten, oder was eben daſſelbe 
iſt, man betrachtet die unbekannte Größe als die Abſciſſe, 
eines, zugleich auf zwey gegebene krumme Linien, gelege⸗ 
nen Puncts, 


229. 

Da die Gleichung der erſten Ordnung nur drey Glie⸗ 
der und zwey beftändige Coefficienten hat, fo find zwey 
Puncte hinreichend geweſen, ſie zu particulariſiren 
(Nr. 197); fo, werden nur fünfe nöthig find, daſſelbe 
in Anſehung der Gleichung der zweyten Ordnung zu ma— 
chen, obgleich ſie aus 6 Glieder beſtehet. (Nr. 212). in der 

f J 5 Es 
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Erwartung, daß man immer durch die Diviſion, den Coef— 
ficienten von irgend einem ihrer Glieder, zur Einheit 
machen kann. 

Wenn man durch „ a’, a, a, a die Abſciſſen 
der fünf bekannten Puncte bezeichnet, und ihre Oldina⸗ 
ten durch 3, 6“, 6%, Pu, g,, und man die allgemeine 
Gleichung von Nr. 212. mit A dividiret, oder man meh? 
rerer Einfachheit wegen, dieſen Coefficienten der Einheit 
gleich macht, indem man ſtatt x und „ einen jeden von 
ihren gegebenen Werthen ſetzt, fo wird man die fünf fol⸗ 
gende Gleichungen haben 

1＋ 2B ＋2 02 ＋ D. +2Es 6 ＋ FSE“ =o 

I ＋2 BA TAC +Da’* CCE, UM FG, SO 

1＋2 B34 ＋ 205“ ＋ D ＋AE a“ pt -4- Fa? =o 

1 2B 4208 Da? EA nẽ LEBE on 

ı + BA“! +2C FL + Dabiiis A Eat gr -HFe o 
welche dazu dienen werden die Coefficienten B,C,D,E und 
F zu beſtimmen. Da jeder dieſer Coefficienten nur einen 
Werth hat, ſo iſt es offenbar, daß durch 5 gegebene 
Puncte nur eine Linie der zweyten Ordnung durchgehen 
kann. 

Wenn die allgemeine Gleichung der dritten Ordnung 
(Nr. 216), obgleich fie aus zehn Gliedern beſtehet, nur 9 
nothwendige Coefficienten enthaͤlt, ſo wird man eben ſo 
ſehen, daß 9 Puncte hinreichend ſind die Curve, welche 
fie vorſtellt zu particulariſiren; und wenn man dieſe Bes 
merkungen verallgemeinert, ſo wird man ohne Muͤhe 
daraus ſchließen, daß die allgemeine Gleichung der Linien 


der Ordnung m haben wird — Glieder, 


N De — 1 nöthige Coefficienten, und daß 


2 
man 


x 
' i { 
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man daher — — 1 gegebene Puncte 


haben muß, um die Curve zu welcher fie gehört zu par: 
ticulariſiren.) 


230. 
Anmendung der Entwickelung der Functionen in Reihen auf die 
Theorie der Curven. 


Die Entwickelung der Functionen in Reihen iſt das 
fruchtbarſte analytiſche Mittel, um aus der Gleichung ei⸗ 
ner 


2 Es iſt noͤthig zu bemerken, daß die Beſtimmung der Linie, 
welche durch die gegebenen Punete gehen fol, nicht vollſtaͤn⸗ 
dig ſeyn; oder ſelbſt ſtatt haben kann, ſo lange als die La⸗ 
ge dieſer Punete nicht ſo beſchaffen iſt, daß mehrere der 
Gleichungen durch welche man die Coefficienten finden ſoll, 
in einander übergehen oder wiederſprechend werden. Dieſes 
iſt die Einſchraͤnkung durch welche Euler, eine Schwierig⸗ 
keit welche dieſe Theorie darbot, gehoben hat, und von 
welcher hier ein Beyſpiel folgt 

Nach dem oben Geſagten, kann nur eine Linie der 
vierten Ordnung durch 14 gegebene Puncte gehen, und den⸗ 
noch folget aus dem Satze, womit Nr. 228 endiget, daß 
zwey Curven dieſer Ordnung ſich in 16 Punete ſchneiden 
könnens es würde alſo ſcheinen, als wenn 18 Punete nicht 
ein Mahl hinreichend waͤren, um die Curve der vierten Ord⸗ 
nung zu partieulariſiren, weil fie zwey Curven dieſer Ord⸗ 
nungen gemeinſchaftlich ſeyn koͤnnen; aber das Paradoxon 
erklart ſich, wenn man bemerkt, daß wenn man gleich, um 
die 14 Coefficienten der allgemeinen Gleichung der vierten 
Ordnung, in Beziehung auf dieſe Puncte zu beſtimmen, 
man 16 Gleichungen des erſten Grades hätte, doch daraus 
entſtehen wurde, daß mehrere von dieſen Gleichungen eine in 


die andere uͤberginge, und daß willkührliche Coefficienten 
übrig blieben. 
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ner Curve alle Umftände ihres Laufs abzuleiten. Wenn 
man bey der Gleichung irgend einer Curve, die in den 
1igten und folgenden Nr. vorgetragenen Methode, ans 
wendet, fo gelangt man dahin, daß wenn die Abſeiſſe ſehr 
klein oder ſehr groß iſt, die Ordinate durch convergirende 
Reihen auszudrucken, welche in einem und im andern 
Falle die Lage der Zweige, welche ſie vorſtellen, kennen 
lehren, indem ſie uns das Mittil darbieten dieſe Zweige 
mit ſehr einfache Curven zu vergleichen, und deren Lauf 
ſehr leicht zu beſtimmen iſt 


Den Gebrauch welchen wir von dieſer Methode in 

Betracht der Gleichung 
ax ＋ K — ay o 

machen werden, wird fie beſſer als eine allgemeine Dar- 
ſtellung kennen lehren. 

Wir haben aus der hier oben angezeigten Gleichung 
(Nr. 124) die vier Reihen gezogen 

* 4 5 


— a — 


NT e) 
y=—a—atx73— 327x276 —ı2al OxrI9—55al3x-12,,.(2) 
ya: * za ja? x- . 
ee N 
Die Reihe (1) iſt um fo viel mehr convergirend als x klei— 
ner iſt, und man kann dieſe veraͤnderliche Größe fo ans 
nehmen, daß das erſte Glied x, die Summe aller ihm fols 
genden Glieder uͤbertrift (Einl, Nr. 9 und 36); derges 
ſtallt, daß der Werth von „ fo wenig als man nur will, 
von dem Werthe welchen die Gleichung y x geben 
wurde, unterſchieden ſeyn wird, welche Gleichung einer 
graden Linie die durch den Urſprung der Coordinaten gez 
führt iſt, angehört, und mit der Are der Abſciſſen einen 
Weakel 


2 


J 
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Winkel von 45° macht. Daraus folgt, daß ein ſehr klei— 
ner Theil von der vorgelegten Eurve gegen den Punet 
A. (Fig. 25) genommen, merklich mit der fo eben abge⸗ 
handelten graden Linie A zuſammenfallen wird, und 
dieſes um fo viel beſſer, je weniger fie ausgedehnt ſeyn 
wird. Man wird außerdem ſehen, daß es unmöglich iſt, 
durch den Punet A eine grade Linie zu ziehen die zwi⸗ 
ſchen die grade Linie AY und den Zweig der Curve AX 
durchgehet. 


231. 


um die Ordinate der graden Linie A , von die der 
Curve in Beziehung auf derſelben Abſciſſe; zu unterſchei⸗ 
den, ſo wollen wir die erſte mit einem Strich bezeichnen; 
wir werden haben 

PM“ SY ax 
und folglich 
2 4 
MM“ = y- . Fi u.. w. 
Wir wollen jetzt die grade Linie AY mit einer andern bes 
liebigen graden Linie AZ vergleichen, welche durch die 
Gleichung )“ = Ax vorgeſtellt iſt; der Unterſchied der 
Ordinaten PM“ und P M', welche zu einerley Abſeiſſe in 
der einen ſowohl als in der andern correſpondiren, wird 
M“ / M! = 7* nn y! = (A — — ı)x 

ſeyn; aber man kann x fo klein nehmen, daß die Sum⸗ 
me der Glieder 


N x* 
3a 81 a } 


kleiner iſt als (A — I) *; wenn man alſo vorausſetzt, 
daß ER den Werth vorſtellt der dieſe Bedingung erfüllt, 
fo wird man alsdann haben MM’ C MM“, 

8 Man 
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Man wird auf ähnliche Art, x einen negativen Werth 
Ap geben koͤnnen, fo daß man noch hätte mm‘ < mm; 
folglich, welche Hypotheſe man auch über die Zeichen der 
Größe A — 1 macht, fo wird doch niemahls in dem Rau⸗ 
me M“ m die grade Linie AZ ſich zwiſchen die Curve 
AX, und die grade Linie AY finden. 

Es iſt leicht zu ſehen, daß man als Kennzeichen der 
Tangente die Unmoͤglichkeit, eine andre grade Linie zwi⸗ 
ſchen ihr und einer Curve durchgehen zu laſſen nehmen 
darf. Die Linie A berührt alſo die vorgelegte Curve 


in dem Punct A. 


232. 

Das Zeichen der Differenz 
v Y u . w 
3a 81 25 3 


laßt uns ſehen, von welcher Seite der graden Linie AY, 
ſich die vorgelegte Curve vor und nach den Beruͤhrungs⸗ 
punct ſich befindet, dieſes Zeichen welches nur von dem 
Zeichen des erſten Gliedes abhängt, welches da es beftän- 
dig pofitid if, uns ſehen läßt, daß die Ordinate, größer 
als die der graden Linie, wenn x poſitiv if, und folglich 
iſt die Curve über die Tangente, es ſey diſſelts oder jens 
ſeits des Puncts A, 

Aber die bloße Anſicht einer Curve und ihrer Tan— 
gente beweiſet, daß, bey dem Beruͤhrungspunct, die erſte 
immer ihre Convexitaͤt der andern zeigen ſoll; alfo iſt der 
Punct A, kein Inflexionspunct, denn ſollte dieſes ſeyn, fo 
muͤßte vor oder nachher die Curve auf der andern Seite 
der Tangente gehen. ) 

Wir wollen jetzt die Reihe (1) betrachten, welche nur 
convergent iſt, wenn x in Beziehung auf ſehr groß iſt. 

Je 
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Je größer x wird, deſto mehr nähert ſich der durch dieſe 

Reihe gegebene Werth von y der Größe a, man mag x 
poſitiv oder negatib nehmen aber ohne ſolche jemahls zu 
erreichen. 

Wenn man auf der Axe A0, unter AB die Entfer⸗ 
nung AD = — a nimmt, fund wenn man die grade Li⸗ 
nie DU mit AB parallel ziehet, und ( gleich — a, in der 
ganzen Laͤnge dieſer graden Linie iſt), ſo werden die durch 
die Reihe (2) vorgeſtellten Zweige, dieſe Linie nie durch— 
ſchneiden koͤnnen, ſoweit verlängert man ſie auch anneh⸗ 
men mag; ſie werden ſich aber ihr immer mehr und mehr 
nähern und fie folglich zur Aſymtote haben. 

Da das zweyte Glied der Reihe (2) poſitiv iſt, wenn 
x negativ iſt, und negativ, wenn x pofitiv iſt, fo wird 
man hieraus wie in der vorhergehenden Nr. ſchließen, 
daß die Aſymtote unter die Curve auf die Seite der ne⸗ 
gativen x, und über die Seite der poſitiven * iſt; man, 
wird uͤberdem noch ſehen, daß die Ordinate y in den ei⸗ 
nen und dem andern Falle negativ ift: die Zweige FS 
und Ax werden alſo in Betracht ihrer Aſymtote die durch 
die Figur vorgeſtellten Lage haben. 

Man hat nur ihre Graͤnzen vollſtaͤndig gezeichnet, 
weil dieſes die einzigen Theile ſind, welche die Reihe (2) 
vorſtellen koͤnnte, die man nur fo lange als fie convergi⸗ 
rend iſt, anwenden muß. 


233. 

Wir wollen jetzt zu den Reihen (3) und (4) uͤberge⸗ 
hen. Sie geben für y, Werthe, welche um fo viel weni⸗ 
ger von denjenigen die aus den Gleichungen i 

y — a? «3 und y 2 — a: PER 
hervor⸗ 
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hervorgehen unterſchieden find, als x größer iſt; die Eur: 
ven welche dieſe letztere vorſtellen, nähern ſich alſo immer 
mehr und mehr der Zweige zu welchen die Reihen (3) 
und (4) gehoͤren. 

Die zwey Gleichungen 


3 8 
1 = a XK * za, und y m - 2 + a 
find die Wurzeln von et 
4 Be 
* 2 4) = 7 


und bringen eine von zwey aͤhnliche Zweige ER und ET 
zuſammengeſetzte Curve hervor, von welchen der erſte den 
aus der Reihe (3) hervorgegangenen poſitiven Zweig AX 
als Aſymtote dient, und der zweyte erfuͤllt denſelben Ge— 
genſtand in Betracht des durch die Reihe (4) gegebenen 
negativen Zweig Ey man wird bemerken, daß die Reir 
hen (3) und (4) imaginair werden, wenn man x negativ 
annimmt 
.. 
„) Man kann leicht durch Punete, die Curve welche die 
en ax EN — ay S 
vorſtellt, conſtruiren; denn wenn man y= tx macht, fo 
wird dieſe Gleichung durch x? theilbar werden, und redu⸗ 
eirt ſich auf a + xt — at’ = o, woraus man zieht 
. 
X — 5 
t 
giebt man alsdann t willführliche Werthe, fo wird man x 
und y haben, ohne daß es noͤthig iſt, irgend eine Wurzel 
auszuziehen. Aehnliche Kunſtgriffe leiten uns oft dahin die 
unbeſtimmten Groͤßen einer Gleichung auf eine einfache Art 
auszudrücken, und die uns erlaubt daraus fo viel rationale 
Werthe zu finden als man will. Man fieht daraus, daß 
die Auflöfung der Fragen, der unbeſtimmten Analy⸗ 
fis zur Conſtruetion der Curven nutzlich ſeyn kann. 


1 
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234. 8 


Die Betrachtung der verſchiedenen fallenden Reihen 
welche man aus einer Gleichung von zwey veraͤnderlichen 
Groͤßen ziehen kann, lehrt uns, wie viel unendliche Zwei— 
die Curve hat, die fie vorſtellt, und welches die Natur 
der Linie iſt, gegen welche dieſe Ziveige concuriren. Es iſt 
evident, daß eine Curve nur in den beyden folgenden 
Fallen, unendliche Zweige haben kaun. 

1) Wenn x unendlich ift, fo hat y einen reellen Werth 
es ſey endlich oder unendlich; 2) wenn y unendlich Sen 
obgleich x endlich bleibt. 

In dem erſten Fall ſucht man alle die Re hen n, wel⸗ 
che den Werth von y in der Hypotheſe daß * ſehr groß 
fe, auszudrucken Nr. 121). Dieſe Reihen werden nur 
von der folgenden Geſtalt ſeyn konnen 


5 = . Cx I BA Lat b * Net 00) 
in welcher die Zahl der mit den poſit ven Potenzen von x 
behafteten Glieder immer e ſeyn wird. Macht 
man ö 

08,03. + 554 + Axt = „., 
ſo wird man haben 
Y — * Bαι. , cνο Au. ſ. w. 
woraus man ſieht, daß, je größer x ſeyn wird, je weni⸗ 
ger wird 5“ von y unterſchieden ſeyn; und da man u im⸗ 
mer dergeſtalt nehmen kann, daß y — “ weniger ſey 
als eine gegebene Groͤße, ſo wird folglich der durch die 


Reihe (ö) vorgeſtellte Zweig, ſich unaufhörlich dem einen 
der Zweige, der, durch die Gleichung f 


ya... car A B= + Ax“ 
gegebenen Linie, nähern, 


II. Theil. N K Auf 
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Auf die Natur diefer Linie beruhet die Unterſcheidung 
der unendlichen Zweige in hyperboliſche und paras 
boliſche Zweige. 

Die erſten ſind die, welche ſo wie die Zweige der ge⸗ 
meinen Hyperbel, eine grade einie zur Aſymtote haben; 
ſie N den Fall wo 

y Bx ＋ A. 
Wenn B=o iſt, fo iſt die Aſymtote mit der Abſeiſſenaxe 
i parallel, wie man es in den Beyſpiel der vorhergehenden 
Nr. geſehen hat, und fie fällt mit dieſer Are zuſammen, 
wenn B und A Null find. 

Die Gleichung 

5% C x* ＋ BX ＋ A, 
die einfachſte nach 
12 Px ＋E A, 
gehört der Parabel, und da ſie in der allgemeinen Glei— 
chung 
15 2 . . C7 + Bx® + Ax 
enthalten iſt, ſo nennt man paraboliſch, diejenigen 
Curven, welche dieſe letzte Gleichung vorſtellt, und die 
Zweige von welchen ſie in einer beliebigen Curve die Aſym— 
toten ſind, heißen paraboliſche Zweige, 

Die zwey durch die Reihen (3) und (4) der vorhers 
gehenden Nr. gegebenen Zweige AX und Ey, ſind para⸗ 
boliſch, weil ihre Afymtote die zur Gleichung 

77 2 2 4. a: x: 
hat, eine paraboliſche Curve iſt. 

Man wird die unendlichen Zweige, in welchen y al⸗ 
lein unendlich wird, finden, wenn man die Reihen ſucht, 
die den Werth von x, für y ſehr groß, ausdrucken. 


235. 
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235. 

Wenn man in der Reihe (J) ſucceſſive 

70 . . . CX ＋ B ＋ Ax“, 

7 „ „ + Bx® ＋ Ax“ ＋ Nr , 
5 ya en B * ＋ A*“ + BN OK 70 
u. ſ. w. macht, fo werden die Größen y/, 5%, y, ſich 
immer mehr und mehr den Werth von y nähern; und 
folglich werden auch die Curven deren Ordinaten ſie aus— 
druͤcken, ſich unaufhoͤrlich dem unendlichen Zweige naͤhern 
zu welchem die Reihe (1) gehoͤrt. Diete Curven werden 
in unendlicher Anzahl ſey, wenn die Reihe ) unendlich 
ift; und in dieſem Falle wird der Zweig, welchen fie vor— 
ſtellt, eine unendliche Anzahl krumme aſymptoten has 
ben. Jedoch geboͤrt eigentlich dieſe Benennung der Cur- 
ve deren Ordinate 5“ iſt, weil fie einzig, und fie fest 
die Aſymptote von allen andern iſt. 


Wenn der Zweig welchen man betrachtet, Werber 
liſch iſt, oder, wenn man hat f 
y=Bx-A, 
fo iſt die erſte krumme Aſymptote durch die Gleichung 
b 5% BX ＋ AT = 
gegeben, die man auf eine ſehr einfache Form bringen 
kann, indem man die Lage der Abſeiſſen verändert. Wenn 


man darinnen mu ftatt x, nu + t + b- ftatt 5“ ſetzt 
(Ne. a10), und wenn man 


1 Bm, b — 
macht, ſo wird ſie 


t= Bm 6, = f 
werden, und weil die ee x und y untereinander 
ſenk⸗ 
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ſenkrecht ſind, ſo wird man haben m' rt A 
woraus 


B 
8 un und n 5 
Viı-+ 8: 1 


Man muß bemerken, daß die Gleichung 
. Bine" ve 
als beſonderer Fall die Gleichung t = Purı 
mitbegreift, welche der gemeinen Hyperbel auf ihre Aſymp⸗ 
toten bezogen, gehoͤrt, und daß die Curven, welche ſie 
vorſtellt, auch zu Aſymptoten die Axe der t's und die der 
u's haben, weil t Null wird, wenn u unendlich iſt, und 
umgekehrt. Dieſe Curven ſind unter den Nahmen H y⸗ 
perbolen von hoͤheren Graden bekannt. 
Wenn man die vorhergehende Transformation bey 


der Reihe (1) A - fo wird man mine 
t=B’m Baal 8 em Ai u. ſ. w. 


den Zweig welchen ſie vorſtellt, wird zur graden Aſymp⸗ 
tote, die Axe der s und zur krummen Aſymptote die durch 
die Gleichung 5 f 
1 l u”®$ 
gegebene Hyperbel haben. 

236. 


Es iſt hinreichend das erſte Glied der Reihe (Y) zu 
kennen um zu beurtheilen, ob der Zweig, zu welchen er 
‚gehört hyperboliſch oder paraboliſch iſt. Der zweyte Fall 
wird allemahl ſtatt haben, wenn dieſes Glied von der 
Form Cx“ ſeyn wird, wo z eine beliebige Zahl, aber po: 
ſitiv, und von der Einheit verſchieden iſt. Jedoch wird 
die Exiſtenz des Zweiges nicht eher gewiß ſeyn, als bis 
man nicht mehr zu ange hat, daß irgend eins von 

den 
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den Gliedern der Reihe imaginair wird (Nr. 125), man 
kann aber nicht eher dafuͤr ſtehen, als bis man zu Glie⸗ 
dern gelangt iſt, deren Succeſſionsgeſetz evident iſt. 

Die Zahl und die Natur der unendlichen Zweige machen 
die ſchicklichſten Kennzeichen aus, um die Curven von einerley 
Ordnung untereinander zu unterſcheiden. Euler und 
Cramer haben ſich deren bedient, um die Curven der 
dritten und vierten Ordnung in große Familien einzuthei⸗ 
len, welchen ſie den Nahmen Geschlechter (genres) gege⸗ 
ben haben, und welche ſie wieder durch die Betrachtung 
der ſingulaͤren Puncte, in Arten eingetheikt haben; aber 
dieſe Details mehr curieus als nuͤtzlich, find ganz gegen 
den Plan welchen ich mir vorgeſetzt habe. 


| 287 
Es iſt evident, daß man immer die Coordinaten in 
einer ſolchen Lage dringen kann, daß die eine und die 
andere für eine jede der unendlichen Zweigen zu gleicher 
Zeit unendlich ſey, weil es dazu hinreichend ſeyn wird, 
die Axen in Beziehung auf den graden Aſymptoten der 
hyperboliſchen Zweigen ſchief zu legen. Dieſe Zweige 
ſind die einzigen fuͤr welche eine der Coordinaten öfters 
einen endlichen Werth haben kann. Dieſes vorausgeſetzt, 
fo konnte, wenn 5 die Ordnung der Curve, welche man 
betrachtet, bezeichnet, irgend eine der neuen Coordinaten 
nicht mehr als » Werthe haben, deren jeder nicht mehr 
als zwey Zweige wird geben koͤnnen, einer den poſitiven 
Werthen der zweyten Coordinate, und der andere, ihren 
negativen Werthen correspondirend; wenn man alſo die 
Ausdrücke der erſten Coordinate alle reell vorausſetzt, ſo 
werden hoͤchſtens nur r unendliche Zweige herauskom⸗ 
men, d. h. ſo wie wir es in Nr. 206 angezeigt haben, 
/ K 3 eine 
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eine doppelte Zahl des Exponenten von der Ordnung der 
vorgelegten Curve. ö 


Es iſt leicht nach dem was vorhergehet zu ſehen, 
daß jede Gleichung in welcher die hoͤchſte Potenz von ir⸗ 
gend einer der unbeſtimmten Größen, ungerade iſt, me: 
nigſtens zwey unendliche Zweige geben muß, weil dieſe 
unbeſtimmte Groͤße in allen Faͤllen zum wenigſten einen 
reellen Werth haben wird; und man wird daraus ſchlie— 
ßen, daß alle Curven einer ungeraden Ordnung nothwen— 
dig unendliche Zweige haben. 


238. 
Gebrauch der Differentialrechnung um die Tangente der Eur 
ven, ihre Juflexions-⸗ und ihre Rückkerpuncte zu finden, 


Die Betrachtungen, vermittelſt welche wir die Tanz 
gente, von dem am Urſprunge der Coordinaten gelegenen 
Punct bey der Curve welche die Gleichung 
ax + % — 4% = (Nr. 230) vorſtellt beſtimmt has 
ben, koͤnnen bey einem beliebigen Punct einer jeden Cur— 
ve angewendet werden, wenn man den Urſprung der 
Coordinaten dahin verſetzt. 

* und y‘ mögen die Coordinaten des Punets ſeyn, 
welchen man betrachten will; wenn man x’ + h ftatt x 
und y“ + k ſtatt y in der vorgelegten Gleichung ſetzt, fo 
wird man den Ausdruck von k in einer ſteigenden Reihe 
nach den Potenzen von h bekommen, es ſey nach der Me: 
thode aus Nr. 119 u. f. oder durch das Tayloriſche Theo⸗ 
rem: letzteres wird geben 

C 


— 


= * n er 2 Pr 12 
a 7.2 77247 {at ) 


eine 
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eine Reihe die um ſo convergirender iſt, je kleiner die 
Größe h iſt. Wenn man um abzukuͤrzen fie durch 
k ph ＋ qh' ＋ rh 1. f 

vorſtellt, und man h und k als neue Coordinaten MQ 
und QN (Fig 18) anſieht, deren Urſprung im Puncte M 
iſt, fo wird man wie in Nr. 231 darthun, daß die gerade 
Linie MT, da fie k“ — ph zur Gleichung hat, die vorge 
gebene Curve im Punct M berührt, d. h. keine einzige 
durch dieſen Punct gezogene gerade Linje, kann unmittel⸗ 
bar vor und nach der Beruͤhrung, zwiſchen ihr und der 
Curve durchgehen. Man wird in Wahrheit haben 

NN=QN N k k 2 4h' T rb . 
und indem man durch k“ = Ah die Gleichung einer an⸗ 
dern geraden Linie MZ bezeichnet, fo wird man finden 

NN = AN- N = W— ku =(p— A) h. 
So lange nun keiner der Coefficienten p, q. r, . . . nicht 
unendlich wird, kann man h immer es ſey poſitiv oder 
negativ ſo klein annehmen, daß die Summe von allen 
Gliedern 

5 gh’ rh +... 

kleiner als die Größe (p — A) h ſey; in dieſer Hypotheſe 
wird NN’ kleiner als N'N” ſeyn, und nn‘ kleiner als 
vun“: die gerade Linie M2 koͤnnte alfo nicht, was auch 
A ſey, in dem Raume N /n“ zwiſchen der Curve MX 
und der geraden Linie MT durchgehen. 


um die Gleichung der geraden Linie MT auf den 
primitiven Axen AB und Ac zu beziehen, muß man xx, 
anſtatt h, und y--y' anſtatt k ſetzen; ſolchergeſtallt wird 
man haben 
— U dy U 
7: * p - x’) oder S re 
K 4 indem 
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indem man p durch den Differentialceefficienten den 5 
vorſtellt, eyſetzt. “) 


239. 
Wir haben angenommen, daß der Coefficient à des 
zweyten Gliedes der Reihe 
= ph A dh E. 
pofitio wäre; aus dieſer Hopotheſe gehet hervor, daß die 
Grote 
Kredit... 
poſitiv bleiben wird, was für ein Zeichen man auch h ges 
ben wud, ſo lange man nur dieſe Größe klein genug 
nimmt, damit das Glied qh? die Summe aller ihm Fols 
genden Glieder uͤberte ft; die vorgegebene Curve wird ſich 
alſo unmittelbar vor und nach dem Punct M über die 
Tangente befinden, und wird folglich ihre Converität der 
Axe Ac zu kehren. Das Gegentheil wuͤrde ſtatt finden, 
wenn q negativ wäre; denn da die Differenz k — K ne⸗ 
gatio 


) In allem was folgen wird, muß man forgfältig die Coor⸗ 
dinaten X“ und 5/ von den Coordinaten X und y unterſchei⸗ 
den, ob ſie gleich auf einerley Axen bezogen ſind. Die er⸗ 
fern gehören ausſchließlich zu den verſchtedenen Puneten der 
vorgegebenen Curve, und die zweyten koͤnnen zu einem bes 
liebigen Punct in der Ebene der Figur gehören: unter ſch 
durch die Gleichung s 

4 


d 
yet 45. * — 2 


verbunden, gehören dieſe letztern zu allen Puncten der gera⸗ 
den Linte MT, die in dem . der Curve MX deſſen 
Coordinaten 

AP = x' und PM 5 
find, eine Tangente if, 


1 ya 
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gativ iſt, fo wuͤrde fi die Curve in dieſem Falle unter 
ihre Tangente befinden (Fig. 17) und wuͤrde ihre Eoncas 
vitaͤt der Are Aß zu kehren. Man kann alſo durch das 
Zeichen von B oder durch das Zeichen des Differential⸗ 


d 
coeffieſent — beurtheilen, wie, in irgend einem Pune⸗ 


te, in Beziehung auf der Ab ſciſſenlinie die Concavitaͤt 
einer Curve von welcher man die Gleichung hat, gedre⸗ 
het iſt. 

Es iſt hier der Ort zu bemerken, daß der Differen⸗ 
tialcaleul in allen dieſe Unterſuchungen nur als ein blo— 
ßes analytiſches Verfahren hineinkoͤmmt, welches freylich 
auf eine nicht ſo bequeme Art, jede andere Methode die 
die Entwickelung von k geben kann, erſetzt werden koͤnnte. 
Arbogaſt ſtellte die Anwendung des Differentialcalculs 
auf die Theorie der Curven zuerſt unter dieſem Gefichtes 
puncte auf, und Lagrange würde auch, durch feine Art 
dieſen Calcul zu betrachten, dahin geführt (Nr. 8). 


240. 


Die einfachſte Art die Tangente fuͤr einen gegebenen 
Punet in der Curve zu eonſtruiren, iſt dieſe, von der Curve 
einem zweyten Punet zu ſuchen. Man waͤhlt gewoͤhnlich 
den Punct T, wo fie die Abſeiſſenaxe begegnet. Es iſt 
evident, daß, um AT zu finden, man in der Gleichung 


dy’ 
ee = Igor), 


we dx‘ 
Ss machen muß, und man wird daraus ziehen 
er 85 
= * — dy — 


indem man beobachtet, daß, wenn y eine Function von “ 
K 3 und 


* 
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dx! dy!, . 
und umgekehrt, 4 das Umgekehrte von 7 Nr. ss) iſt. 
X 


Wenn man AT von AP wegnimmt, fo wird daraus der 


Ausdruck von der Subtangente PT hervorgehen, man 


d 
wird alfo PTS! = 


dy’ 
Haben, 
241. 


Hier folgen jetzt einige Anwendungen der oben gefuns 
denen Formeln. 
1. Die Gleichung der Parabel ſey * Ax, man 
= daraus ziehen 


und die Gleichung der —n wird 
„ E 


werden. Bringt man alles auf einerley Nenner und fegt 
für y ihren Werth Ax“, ſo wird man 

255% = A(R ＋ ) 
finden. Macht man 7 o, ſo wird man 

Xx 2 ATS = 

haben, und folglich PT = 2x’, ein, den von Gr. 220) 
gleichſtimmendes Reſultat; man kann auch unmittelbar 
AT und PT berechnen, wenn man in ihren Ausdrucken 


; dy- 
den Werth von und den von 5“ fett. 


dx’ „ 
2. Fuͤr den Kreis deſſen Gleichung 
* EN 
ware, wuͤrde man 
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. 4 1 N 
4 az y-ye-ıa-, 
oder ; . 
ya * ＋ , 
oder endlich 
r e 
haben; nachher wird man finden 


a?’ 
AT —, PT 
x! 


3. Die Gleichung 
y” = Ax + 2 Bx“, 1 
weiche alle Curven der zweyten Ordnung vorſtellt, giebt 
dy AX ＋ B 
a d- yı 
und folglich wird die Subtangente 


72 


’ 


) 9 x 


Ax ＋ B 
wenn man ſtatt 5“ ihren Werth ſetzt, wird man 
PT= Axt? + abx’ 
Ax! + X 
haben. 
4. Endlich ziehet man aus der Gleichung 
day’ 2 — *. 
Rũ1 * — zax’y' + y' ==:0 as gen 3 5 


Die Gleichung der Tangente wird 
Y — * - ax S any xx axy, x, 
und wenn man für y“ ihren Werth ſetzt, fo wird man, 
indem man redueirt, haben 


an 3 — ay) S ax'yı, 
man wird auch 


— a Il — 
PT=! 7 8 — ee finden, 
N ay' 
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Wenn man ſich vorſetzte, durch einen außerhalb einer 
Curve gegebenen Punct deſſen Abfciffe und die Ordinate 


e wären eine Tangente an dieſer Curve zu ziehen, ſo iſt 


es evident, daß man - ſtatt x und 8 ſtatt y in der Glei⸗ 
chung der Tangente fegen muͤßte, die Gleichung wuͤrde 
alsdann 


werden, und wurde in Verbindung mit der Gleichung der 


vorgelegten Curve dienen, die Coordinaten x“ und y! deg 


Beruͤhrungspunctes zu beſtimmen. 


Wir wollen zum erſten Beyſpiel die Parabel nehmen 
deren Gleichung y' = Ax’ iſt; wenn die, ihrer Tangente 
277 S ACK ＋ x) 

iſt, ſo wird ſie a 
2865 S AE ＋ Ax“ 
werden, und 


geben. Der Punct in welchem die, durch dieſe Gleichung 
vorgeſtellten graden Linie, die Parabel beruͤhren wird, 
wird der geſuchte Beruͤhrungspunct ſeyn. 
Da die Gleichung bey der Tangente des Kreiſes 
\ Y T XX a- 
it, woehergeh. Nr.) ſo wird man fuͤr dieſe Curve 
By! ax’ E a’ 
haben. 
Endlich wuͤrde in der, durch 
*. — gay T“ S o, 
ele Curve ſich der Beruͤhrungspunct finden, wenn 
man 


\ 
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man den Durchſchnitt dieſer Curve mit der Curve der 
zweyten Ordnung, welche aus der Gleichung 

605 — ax ＋ (K — a) 2 ax. 
hervorgehet, ſucht. 


243. 

Um eine gerade Linie zu ziehen die eine gegebene 
Curve beruͤhrt, und welche zugleich parallel mit einer der 
Lage nach gegebenen graden Linie ſey, oder welche mit der 
Abſciſſenaxe einen Winkel bildet deſſen Tangente durch a 


d 
vorgeſtellt iſt, fo wird es hinreichend ſeyn, 115 4 zu 


fegen (Rr. 238 und 198); wenn man dieſe Gleichung mit 
die der vorgelegten Curve combinirt, ſo wird man die 
Werthe von x’ und y’ beſtimmen; welche dem Lean 
Beruͤhrungspunct zukommen. 
In dem Falle wo dieſe Curve die gemeine Parabel 
ſeyn wuͤrde, wuͤrde man haben 
A — 1 
. | 
welches geben würde 


A A 
7 — und x“ 2 
2 a 4 


* 
a* 


244. 
Der Theil MT der Tangente, der zwiſchen den Be⸗ 
ruͤhrungspunct und der Abſeiſſenaxe liegt, iſt leicht zu be⸗ 
ſtimmen, wenn man die RE PT und die Ordi⸗ 


nate PM fennt, denn man hat TI = PT + Plaz aber 
man kann fie unmittelbar berechnen, vermittelſt ihren alls 
gemeinen Ausdruck, welchen man finden wird, wenn man 

fuͤr 
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x $ dx 
für PT und PM ihre Werthe 5. = und y/ fett, mel 


ches giebt 


d xia ; 7 2 

i x d x! 

TM V 72 «2 — „“ 1 : 
. ** * dy“ * f dy 


Wenn man dieſe Formel auf die Parabel anwendet, fo 
findet man 


1M „ 105 =! EVER + 47% 


Wenn man y durch ihren ehe 1 befeät, fo zieht 
man daraus 


TMS VAX + 4x”. 


245. 
Die Gleichung der Linie MR, durch den Beruhrungs⸗ 
punct geführet, und ſenkrecht auf die Tangente, wird 


ſeyn (Nr. 238 und 199); wenn, um ſie zu conſtruiren man 
den Punct R haben will, wo fie die Abſciſſenape begegnet, 
fo wird man y= o machen, und es wird kommen 


— — ‚ar! / 
RR x ＋ : 
wenn man AP oder x’ von AR abziehet, fo wird man 


dy‘ 


PR dr 


haben. 
—2 


Da der rechtwinklige Triangel PR N, MR = PR+PM 
giebt, fo wird man daraus ziehen 


Werft; * N 


Die 
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Die Linie MR ift unter den Nahmen Normale oder 
Perpendiculäre an der Curve bekannt, und der Theil 


PR von der Abfciffenage, heißt, Subnormale. In der 
Parabel hat man 


Vi 4 a, und 


rer 
2 


In dem Kreis ift 
* 


MR = yl 1 ＋ —= 
Y 


und PR =- x. Folglich AR o, und in der That, 

iſt die Normale eines Kreifes nichts anders als der Ras 

dius deſſen Werth beftändig iſt, und der jederzeit durch 
den Mittelpunct gehet. 


Wenn man die Normale durch einen Punct, außer⸗ 
halb der Curve genommen, ziehen muͤßte, oder parallel 
mit einer gegebenen Linie, ſo wird man dabey ſo, wie 
für die Tangente (Nr. 242) zu Werke gehen. 


246. 


Wenn man die, in den vorhergehenden Nr. gefun⸗ 
denen Reſultaten einander nähert, werden wir haben 


. dx“ dx“ dx“ 
AT x! -. dy- r mreyıy ı * dy® 


qy⸗ 
AR S r. Prey ur- ı + , + 


du? 
und um Bife Formeln bey einer beliebigen Curve anzu⸗ 
wenden, wird es hinreichen, darin an deſſen Stelle den 


> aus 


150 Viertes Capitel. 


. \ ö { U 
aus der Differential-Gleichung gezogenen Werth von z 
ı X 


dx’ FR ! 5 
oder den von J zu ſetzen; man wird nachher vermittelſt 


der primitiven Gleichung, diejenige der Coordinaten “ 
und 5“, welche man nur wird wollen, verjagen. 

In allem was vorhergehet, haben wir vorausgeſetzt, 
daß die Coordinaten x’ und 5 untereinander perpendicu⸗ 
lar waͤren: aber es iſt leicht zu ſehen, daß, wenn ſie 
ſelbſt einen beliebigen Winkel bilden wuͤrden, ſo wuͤrde die 
Gleichung von der Tangente doch ihre Geſtalt nicht vers 
ändern, eben fo wenig als die Werthe von AP und PT, 
welche unmittelbar daraus abgeleitet find. In Nuͤckſicht 
auf MT, auf MR und PR, wurde man ihre Ausdrucke 
vermittelſt der Triangel MTP, MTR und MPR finden, in 
welchen man entweder einen Winkel und zwey Schenkel, 
oder einen Schenkel und zwey Winkel kennt. 

* 


247. 

Wenn man die Lagen, welche die Tangente einer 
vorgelegten Curve annimmt, wenn der Beruhrungspunet 
ſich immer mehr und mehr vom Urſprunge der Coordınas 
‚ten entfernt, ſucht, fo kann man ertennen ob dieſe Curve 
Aſymptoten hat, und ihre Lage beſtimmen. 

Man ſieht in der That, in einer Curve MX Fig. 26, 
welche eine grade Alymptote RS hat, daß je mehr ſich 
der Punct M von dem Urſprunge entfernet, je mehr näs 
hert ſich die Tangente MT der Aſymptote, und die Puncte 
T und D gehen vefpectioe gegen die Puucte R und E 
dergeſtalt daß AK und AE die Graͤnzen find, welche die 
Werthe von AT und AD nicht überschreiten, wicht einmal 
erreichen koͤnnen, von denen ſie aber um jo wenig aus 

g * | man 


U 
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man will unterſchieden ſeyn koͤnnen. Hieraus folgt, daß, 
um zu wiſſen ob eine Curve Aſomptoten hat, man unter⸗ 
ſuchen muß ob die Ausdruͤcke von AT und von AD in Be⸗ 
ziehung auf dieſe Curve, endlicher Grenzen faͤhig find, 
und wenn dieſes gefchiehet, ſo werden, wenn dieſe Gren⸗ 
zen conſtruirt find, fie die zwey Puncte K und E geben, 
durch welche man die gerade Linie RS führt, die die ger 
forderte Aſymptote ſeyn wird. i 

Wir haben ſchon (Nr 240) den Ausdruck von AT berech⸗ 
net; was nun den von AD betrift, fo wird man ſolchen 
finden, wenn man in der Gleichung von der Tangente, 


* 2 o macht, und es wird daraus entſtehen 
1 dy’ 
R 
Wir wollen das Vorhergehende auf die Gleichung 
5% Ax“ I 2Bx. 
anwenden; wir werden daraus ziehen 


“N 


2 . 
A a BI, 5 
* dy- Ax! + A Ax + B 
a. Abr LB.. 825 
e Hrn 
dx * V 


die letztern Glieder dieſer Gleichungen können unter die 
Formen geſetzt werden 


Folglich ihre vefpectiven Grenzen ſind, in dem Fall wo 
man x unendlich annimmt, 
B 8 
= A und r =Ax. 


Wenn A Rull wäre, fo würden die Ausdrücke vo 


AT und von AD mit “ zu gleicher Zeit unendlich und 
II. Theil, L die 
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die vorgegebene Curve wuͤrde keine Aſymptoten haben; 
ſie wird eben ſo wenig welche haben, wenn A negativ waͤ⸗ 
re, weil alsdann ihre Gleichung für x keinen unendlichen 
Werth zulaſſen wuͤrde. 
Betrachten “er noch die durch = — 
r 
vorgeſtellten Bar ſo hat man in dieser "Euler 
AT er AD=s — 
x“ — ay!“ 3 * — 430 
Um die Grenze zu finden, welche dieſe Ausdruͤcke nach 
Maaßgabe als x’ zunimmt, zu erreichen ſuchen, fo muß 
man anſtatt y’ ihren Werth in x’ fegen, oder wenigſtens 
das erſte Glied von jeder dieſer abnehmenden Reihen die 
man aus der vorgegebenen Gleichung ziehen koͤnnte; man 
kann aber dieſe Reſultate in dem gegenwaͤrtigen Beyſpiele, 
durch einen ſehr einfachen analytiſchen Kunſtgriff erſetzen. 
Macht man x’ S ty‘, fo wird die vorgegebene Glei⸗ 
chung durch y* theilbar, und man zieht daraus 


Es iſt jetzt leicht zu ſehen daß die Annahme von t=— 1, 
y unendlich machen und geben wird „ — ,. Ber: 
ändert man in den Ausdruͤcken von AT und AD, x in y 
und nimmt die Grenzen, (Einl. Nr. 12 und 13) ſo wird 
man haben AR = — a = AE. Zieht man daher durch 
die aus den vorhergehenden Werthen conſtruirten Puncte 
k und E (Fig. 8), die gerade Linie RE, fo wird fie die 
Aſymtote der Zweige AY und AZ ſeyn. 

Bleibt eine der Großen A T oder AD endlich, waͤh⸗ 
rend die andere unendlich wird, ſo iſt evident daß die 
Aſymptote parallel mit der Axe wäre, auf welche ſich dieſe 


letzte beündet. Um keine der Aſymptoten, welche die vor⸗ 
geger 


U 
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gegebene Curve haben muß zu verfehlen, fo muß man ſue⸗ 
ceſſive K“ und y’ unendlich machen, und in den Aug: 
drucken von AT von AD, jeden der verſchiedenen Re: 
ſultate, welche die eine oder die andere Hypotheſe giebt, 
ſetzen. Wenn AT und AD immer zu gleicher Zeit unend— 
lich ſind, ſo wird man daraus ſchließen, daß die vorgege⸗ 
bene Curve keine Aſymptote hat. Es konnte kommen, daß 
dieſe Größen beyde Null wären, in dieſem Falle hätte die 
Curve zur Aſymptote eine durch den Urſprung der Coordinas 
ten gezogenen geraden Linie; da man aber jalsdann nur einen 
Punct davon kennen wuͤrde, ſo muͤßte man davon die Rich⸗ 
tung ſuchen, und dieſerwegen wird man die Grenze des 


dy‘ 
Ausdrucks - z nehmen, welcher die Tangente des Winkels 


MTB für einen beliebigen Punct der Curve vorſtellt, und 
man wuͤrde die Tangente des Winkels SRB haben. 


8 248. € 
Wir wollen jetzt unterfuchen was bey der vorgegebe— 
nen Curve geſchiehet, wenn einige Glieder der Reihe | 
k=ph + gh? -rh"’+sh+..» 
verſchwinden oder nur unendlich werden. 


5 * 
Wir wollen zuerſt vorausſetzen, daß p, oder 155 gleich 


Null ſey; in dieſer Hypotheſe wird der Winkel MTB 
Null, und die Tangente TM wird folglich parallel mit 
der Abſeiſſenlinie ſeyn; wenn man im Gegentheile ſich 
denkt, daß p uunaufhoͤrlich zunimmt, fo wird der Winkel 
MTB zu gleicher Zeit zunehmen, und wird damit aufs 
hoͤren, daß er ein rechter Winkel wird, wenn dieſer Coef⸗ 
fictent wird unendlich geworden ſeyn. Die Tangente wird 
alſo auf der Abſeiſſenaxe perpendicular ſeyn, oder paral⸗ 


L 2 lel 
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x ; dy“ 
lel mit der Ape der Ordinaten, wenn = unendlich ſeyn wird. 
Wenn es geſchaͤhe, daß der Ausdruck p oder von 
‘ 
=, 2 wird, alsdann hängt dieſer Eoefficient von einer 
Gleichung eines hoͤhern Grades als der erſte ab (Nr. 142) 
und wird mehrere Werthe haben, von welchen ein jeder 
eine Tangente fuͤr den betrachteten Punct geben, der folg⸗ 
lich vielfach ſeyn wuͤrde. 


. 249. 
Iſt p beliebig, fo wird man haben 
25 
9 =: =o 
und der Unterfchied zwiſchen die Ordinate der Sa und 
der der Tangente wird iſich auf 
k — K rb' ＋ sh“! 
reducirt finden (Nr. 238) und da das Glied rh’, welches 
vermittelſt eines ſchicklichen Werths von h, die Summe 
aller derjenigen welche ihm folgen, uͤbertreffen kann, zu 
gleicher Zeit mit h das Zeichen verändert, fo folgt daraus 
daß die Größe k — k“ nach der Berührung ein, von 
dem vorhergehabten unterſchiedenes Zeichen haben wird; 
NN’ (Fig. 23) wird alſo auf einer Seite der geraden Li⸗ 
nie MT, derjenigen entgegengefegt ſeyn wo ſich nn’ befin⸗ 
det, und folglich wird die Curve eine Inflexion in M ev; 
leiden. 

Wenn aber der Werth von u welcher q verſchwin⸗ 
den laͤßt auch zugleicher Zeit er verſchwinden läßt, fo wird 
die Groͤße K — K welche alsdann zu sh’ ＋ u. ſ. w. re⸗ 
dueirt iſt, daſſelbe Zeichen beybehalten, welches auch das von 
h ſeyn mag, und die Curve wird keine Infſexion erleiden. 


Wenn 


Theorie der krummen linie. 165 


Wenn man dieſes Raiſonnement verallgemeinert, ſo wird 
man ohne Muͤhe ſehen, daß jedesmahl, wenn das erſte 
der Glieder welches nicht in k — k verſchwindet, von 
einer ungeraden Potenz von h behaftet wird, die Curve 
eine Inflexion erleidet. 


d’y’ d’y’ 
Daraus folgt, daß wenn man . oder ° 
d'y dry! 
od — — + % * 
er In o und — mo ſ. w. hat, und man 


bey einen Coefficienten einer geraden Ordnung einhält, 
fo wird die vorgegebene Curve eine Inflexion erleiden. 
Ueberhaupt, nach einem Inſlexionspunet nimmt der 
25 5 
Goefiient I; in Beziehung auf die Ordinate ein dem 
Vorhergehenden entgegengeſetztes Zeichen, und wenn er 
durch einen Punct ausgedruͤckt iſt, fo kann dieſe Veraͤn⸗ 
derung auf zwey Arten geſchehen, nemlich durch den Ue⸗ 
bergang feines Nenners, da im zweyten Falle der Renner 
Null wird, ſo macht er den Bruch unendlich. 
Wir wollen dies durch ein Beyſpiel erläutern; Die 
Gleichung ſey * = x", man wird daraus ziehen 


2 ax u. fo w · 
und man wird folglich haben 


. k — K 3,3203 h’, u. ſ. w. 

Dieſes Reſultat lehret uns, daß wenn x’ und 5% po⸗ 
ſitiv if, die Curve ſich über ihre Tangente befindet, und 
daß, wenn x’ negativ wird, welches y“ auch negetiv macht, 
ſo befindet ſie ſich unter ihr; woraus folgt, daß ſie bey 
dem Uebergange von x’ poſitib zu x! negativ eine Infle⸗ 
d’y’ 
dx“ 


2 ihr 


rion erleidet. Man wird auch bemerken daß nur 
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ihr Zeichen veraͤndert, wenn ſie durchs Unendliche 
geht. FEB N 
Aus dem Vorhergehenden kann man alſo ſchlieſſen, 


i 2 dv 
daß in einem Inflepionspunct 8 entweder 
Null oder unendlich iſt. 


250. 


Jetzt wollen wir fehen, was für ein Ruͤckkehrpunet 
der erſten Art ftatt finden muß. 

Die Ordinate hat in dieſem Puncte zwey gleiche Werthe, 
die Tangente MT iſt darin zweyen Zweigen gemein, 
endlich, wenn man den Urſprung der Coordinaten dahin 
bringt, ſo ſollte die Groͤße K wenigſtens zwey Werthe ha⸗ 
ben QN und Qn (Fig. 27) die Reihe welche fie ausdruͤckt, 
kann alſo nicht mehr von der Form a 

ph ＋ h E rh. . . (Nr. 129) \ 
ſeyn, auch werden die Coefficienten p, 9, 1, u. f. w. ent⸗ 
weder Null oder unendlich werden. 

Es ſey z. B. die Gleichung )* = x“ welche giebt 


dy . == 
Y=&Ex%, wer, 5 2.2K u. ſ. w. 
woraus 

k — = . % h +... 


Wenn die Differenz k — k in dem Zweige zu welchem 
die Ordinate )“ ＋ N gehört; poſitiv, und in dem 
Zweig, welchen man von 7 — 3⁰ ableitet, negativ 
iſt, fo. folgt daraus, daß der erſte Zweig, ſich über der 
Tangente und der zweyte ſich unter der Tangente befinden 
wird; fie werden alſo beyde ihre Converität der Abſeiſ— 
finage zukehren, fo wie man es in der Figur 13 ſieht, 

N und 


x 
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und da die Curve ſich nicht auf die negativen Abſeiſſen ers 
ſtreckt, fo if es ganz evident, daß fie im Puncte A eine 
Nuͤckkehr der erſten Art haben wird. In dieſem Puncte 
wo x o, wird 


iſt unendlich. . 
Wenn man die Ordinaten fuͤr die Abſeiſſen und die 
Abſciſſen fuͤr die Ordinaten naͤhme, fo würde man als⸗ 


dann haben ü 85 

r — x 
* = 7, dy „, r % er w. 
und wegen 


h=— — ee 29 34 
dy“ Em er 


würde man finden 


K 
h — h/ = 3.3“ e 


Man wird noch die Ruͤckkehr erkennen, wenn man be: 
merkt, daß wenn y’® nicht das Zeichen veraͤndert, und 
„ vom Poſitiven zum Negativen übergehti, die Differenz 
h — h“ negativ iſt, es ſey in dem Zweig AX oder in 
dem Zeig AX“, welches beweißt, daß fie ihre Concavitaͤt 
der Axe A zukehren; man ſieht außerdem, daß fie bey 
dem Punct A einhalten, weil x’ niemals negativ wird. 
Wenn man hätte 5% x jo wuͤrde man bey dem 
Ruͤckkehrpunete | KT. 
dy! 1 d’ys 
x’ ‘ — — m 
3. Pass je’ * 


Be, 
Null, und 55 u. ſ. w. unendlich, finden. 
3 Nr 
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Wir werden alſo aus dem Vorhergehenden ſchließen, 
daß, bey dem Ruͤckkehrpunct der erſten Art, fo wie bey 


d? „ 
dem Jnflepionspunct = Null oder unendlich wird; aber 


die Ruͤckkehr unterſcheidet ſich darinn, daß die Curve bey 
dieſem Punct einhält, welches fie bey dem Jußertons⸗ 
punct sag thut. 


251. 
2 15 
Wir wollen noch die Gleichung (ay! — K Y = — 


(Seite 105) unterſuchen, macht man a = 1, fo werden 
wir daraus ziehen 


2 dy“ 
A I mar 2 3 A0 
Ar — 
d’y/ x dy. 
J = 2 “ „ zi . . u. ſ. 1 


und folglich 

k — K (2 K 2. ) h= + u ſ. w. 

Der Zweig AX (Fig. 14) für welchen man = 
„* = e ＋ * und k — / = (2 + . Z h., 
kehrt immer ſeine Converität der Abfeiffenare 25 8 durch 
„ =* — * gegebene Zweig Ax“ wird auch feine 

Eonverität derſelben Axe zukehren, ſo lange als 

K — K A hn 
eine poſitive Groͤße ſeyn wird, und da dieſe zwey Zwelge 
ſich nicht nach der Seite der negativen x ausbreiten, fo 
wird der Punct A ein Nuͤckkehrpunct der zweyten Art 


ſeyn. ft die Größe 2 — 3. negativ geworden, ſo 


wird die Curve ihre Concavitaͤt der Axe AB zukehren, fo 
. - wie 
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wie man es in der Figur ſieht, und man wird die Abf- 
ciſſe welche dem Inflepionspuncte entſpricht, finden, wenn 


3 


man 2 - * 3x o macht, welches geben wird 


— — . 
225 
Man hat, bey dem Punct A, wo die Ruͤckkehr der 
” a dy dy / iz d? y’ 
zweyten Art geſchiehet, er ee und Fear 


wird unendlich, fo wie die fernern Coefficienten, und in 
der That muß k in dieſem Punct zwey unterſchiedene 
Werthe haben, welches die Reihe die es ausdruͤckt, nicht 
enthaͤlt. 


252. 


Die bloße Anſicht der Fig. 28 laßt auch ſehen, daß, 
wenn der Punct M die Graͤnze der Curve in der Richtung 
Abſciſſen iſt, die Größe k wenigſtens zwey Werthe QN und 
Qn haben muß; die Reihe welche es ausdruͤckt kann nicht 
mehr von der Form ph + gh? + rh?. .. ſeyn, und 
die Coefficienten p. q, 1. . .. werden unendlich. Man 
wird uͤberdem noch bemerken, daß in dieſem Falle, die 
Tangente ar der Ordinatenape parallel iſt, ein Umſtand 
welcher 5 unendlich macht (Nr. 248). 

Man ſieht alſo jetzt, daß die Ausnahmen, welche wir 
(Rr. 128 und 135) gezeigt haben, in der Form der Ent⸗ 
wickelung von f(x k) (wie wir es Nr. 143 geſagt 
haben), eine nothwendige Folge der Affectionen der 
krummen Linien, und dienen dazu fie kennen zu lernen. 
Auf dieſe Art alſo beſtaͤtigen und erläutern die geometri— 
ſchen Betrachtungen die Reſultate der Analyſis, 


es Die 
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Die Theorie der Osculationen von welchen wir 
bald ſprechen werden, wird ein neues Licht über alles 
Vorhergehende werfen. 

Es iſt gut zu bemerken, daß bie Functionen y =x” 
und y’ =* (Rr. 249 und 250) in der Function y 
(x — ahn begriffen find die wir in Nr. 28 betrachtet has 
ben und die y = xn wird, wenn man den Urſprung 
der Abſeiſſen in dem Punct wo x = a ift, verſetzt, wel⸗ 
ches in dem Lauf der Linie, von welcher ſie die Ordinate 


ausdruͤckt, nichts aͤndert. Die Gleichung y“ = x” & *, 


wird auch abgeleitet von 
5 = bam - (X — 85 (Nr. 132); 
wenn man 
bel, ma, cl, a=o und Lok 
macht. Pers: £ 
253. 1 
Es folgt aus Nr. 248 daß, um! die! Puncte wo 


die Tangente mit der Abſciſſenlinie parallel iſt, zu finden, 


d U 
man Ta = o machen muß; die Figur 28 zeigt, daß die 


Puncte L und I wo diefer Umſtand ſtatt hat die Graͤnzen 
der Curve MLm! find in der Richtung ihrer Ordinate, 
und daß der eine dem Marimum und der andre dem 
Minimum der Werthe dieſer veraͤnderlichen Größe ents 
ſpricht, man unterſcheidet den erſten Fall von dem zweyten 
indem man bemerkt, daß in dem einen Falle die Curve 
ihre Concavitaͤt der Abſeiſſenape und in 8 8 Falle 


er Con vepitaͤt der aofeifenage judreht: © — L. iſt alſo ne⸗ 


aatin 


— — 
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gatib im Fall des Maximum und ER im Fall des 


Minimum. 
d U 


Mean Fre —. BR. fo muß Tau verſchwin⸗ 
den, ohne daß 2 
d’y’ * . * — * 

T noch einer der folgenden Coefficienten unendlich wer⸗ 


. 
e verſchwindet u. ſ. w. oder weder 
* P 


den, denn in diefen Fällen. würde die vorgegebene Curve 
die Figur ML Xx oder Mix haben; d. h. entweder. einen 
Inflexionspunct oder einen Ruͤckkehrpunct; aber die Or⸗ 
dinate würde weder ein Maximum noch ein Mini— 
mum ſeyn. Endlich um ein Marimum oder Minis 


dy“ x 
mum zu erhalten fo muß auch 5 nicht s werden, weil 


dx“ 
der Punct M alsdann ein Vielfacherpunet ſeyn wuͤrde, 
(Nr. 248) wir find alſo jetzt durch die geometriſchen Be⸗ 


trachtungen auf die in Nr. 148 und folgende gegebenen 
Regeln zuruͤckgekommen. 


Wir werden die Graͤnzen der Curve in der Richtung 
der Abſeiſſen erhalten, wenn man die Puncte ſucht, wo 
die Tangente mit der Ordinatenaxe parallel iſt, d. h. 


dy 5 80 
wenn man J, unendlich macht, oder wenn man den 


Nenner des Bruchs, welchen er ausdruͤckt, gleich Null 
ſetzt; man kann dieſe Puncte noch als zu Maxima und 


zu Minima der veraͤnderlichen x entſprechend betrachten. 
In dieſem Falle muͤße man „ als eine Function von 5 


dx“ x 3 
anfehen, und den Werth von 7 gleich Null ſetzen, ein 
Verfahren 7 mit dem Wrtherg hende auf eins hin⸗ 
ausläuft wen das Umgekehrte von 8 iſt. 


dx! 
254. 
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Wenn die Marima und Minima einer Curve ge 
funden ſind, es ſey in Beziehung auf die Abſciſſe, oder 
in Beziehung auf die Ordinate, ſo wird man ihre Viel: 
fachenpuncte ſuchen, indem man den Zähler und den Ren⸗ 


1 a ge a 
ner von = gleich Null ſetzt, weil man in dieſen Punc⸗ 


dy- a 
ten haben muß 45 = (Nr. 248); da die zwey Slei⸗ 


chungen, welche dieſe Regel geben wird, hinreichend ſind, 
um x’ und y’ zu beſtimmen, fo muͤſſen fie nothwendig 
mit der vorgelegten Gleichung uͤbereinſtimmen, ſonſt wuͤr⸗ 
de die durch dieſe letzte Gleichung vorgeſtellte Curve kei— 
nen Vielfachenpunct haben. 


255. 
um endlich die Inflexions⸗ und Ruͤckkehrpuncte zu 
d’y! 17 
finden, muͤßte man 2 entweder gleich Null oder fun: 


endlich machen, d. h. den Zähler und den Nenner feines 
Ausdrucks ſucceſſive gleich Null ſetzen. Wenn man die 
Werthe von „/ und x’ die aus der auf dieſe Art erhalte⸗ 
nen Gleichung, mit der vorgegebenen verbunden hervor⸗ 
gehen, beſtimmt haben wird, fo wird das Zeichen, wel⸗ 


257 
ches — und unmittelbar vor und nach dieſen Puncten 


haben muß, und das was in dem einen und dem andern 
Falle der Werth von y’ wird, die Inflexionspuncte von 
den Ruͤckkehrpuncten unterſcheiden laſſen. Man kann 
auch dieſe letztern finden, wenn man gleich die Vielfachen⸗ 
puncte ſucht, und nachher unterſucht was x’ und / vor 


und 
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und nach einem jeden dieſer Puncte werden. Man wird 
5 > * 8 d ‘ 

aus den Zeichen der verſchiedenen Ausdrücden von > 


in Beziehung auf die Puncte welche vorhergehen oder 
folgen beurtheilen, ob die Ruͤckkehr von der ER oder 
von der zweyten Art iſt. N 


256. 


Ich will jetzt einige Anwendungen geben, und werde 
zuerſt als Beyſpiel der Unterſuchung der Map ima und 
der Minima, die Gleichung 
* — ax Ty ＋ Y S o, 
(oon welcher ich ſchon in Nr. 153 e habe,) neh⸗ 
men. Man ziehet daraus 
REN! 2 
und wenn man zuerſt den able gleich Null ſetzt, ſo 
kommt daraus 
a/ — XK 7 U o; a 
wenn man den Werth von „ welchen dieſe Gleichung in 
der vorgelegten giebt, ſubſtituirt ſo findet man 
xX. — aa XK 2 . 
Die Unterfuhung welche wir in der angeführten 
Nr. von einem jeden der Werthe welche dieſe letzte Glei⸗ 
chung giebt angeſtellt haben, läßt uns erkennen, daß 


U 


BB er 

x 2 %a die einzige iſt, welche einem Marimum ent 
l 0 | 3 en 

spricht, man ziehet daraus )“ AVA wenn man in Fig. 


3 f 
8, AS = 4a und SL a4 nimmt, fo wird der 
Punct L der ſeyn, bey welchem das Maximum ftatt hat. 

Wenn 


welcher die Bedingungen des Minimum's erfüllt; und 
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Wenn man nachher den Nenner von gleich Run 
ſetzt, ſo wird man finden 
* as For, : 
man fieht, ohne die Rechnung zu machen, durch die Sy 
metrie der Reſultate, daß in diefem zweyten Falle der 


Werth von x‘, derſelbe ſeyn wird, als der von 5“ in dem 


vorhergehendem Falle, und der Werth von 5 ⁰derſelbe als 
der Werth von x‘, und daß man folglich den Punct x 


finden wird, wenn man AV = fl und FX he 
nimmt. 

Wenn man den Zähfer und den Nenner zu gleicher Zeit 
gleich Null macht, fo kommt x = ound y=o, Werthe 
die man auch in den Gleichungen, welche Maxima und 
Minima geben, wieder findet, und welche uns lehren, 
daß der Urſprung A ein Vielfacherpunct if. Um die 
Tangente bey dieſem Punct zu kennen, muß man zum i 
zweyten mahl die vorgelegte Gleichung differentüren, ins 
dem man dx’ und dy“ als beſtaͤndige Größen (Rr. 142) 
betrachtet, und *“ und “ gleich Null annimmt, man 


wird finden 
3a dx! dy“ = 0 


eine Gleichung, welcher man genugthun wird, es ſey, in⸗ 


‘ 


dy’ dx 
dem man T o, oder dy⸗ o macht; daraus folgt, 


daß eine der Tangenten ſelbſt, die Abſeiſſenaxe, und die 
andere die Ordinatenape iſt, wie man es ſchon Nr. 224 
gefunden hat. Um zu zeigen wie die Analyſis alle geo⸗ 


metriſche Umftände getreu darſtellt, fo werde ich bemerken 


laſſen, daß unter den zwey Nullen Werthen, welche man 
für x in Nr. 153 gefunden hat, ſich ein Werth befindet, 


in 
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in Wahrheit iſt, in dem Zweig TAX der vorgelegten 
Curve, welche die Abſeiſſenaxe AB berührt, die Ordinate 
allerdings ein Minimum in dem Punct A. Man ſieht 
auf eben die Art, daß die Abſciſſen deſſelben Punctes, ein 
Minimum in dem Zweige AZ iſt, der durch die Ordina⸗ 
tenaxe beruͤhrt, wird.“) 


a 257. 
Wir wollen noch die, in der Figur 9 vorgeſtellte 
Curve betrachten; ihre Gleichung 
7 ac 96 a 5% + 100A X/ — x 2 0 
giebt 
8 * * — Foa' x“ 
a N ** 
Wenn man den Zähler dieſes Bruchs gleich Null ſetzt, fe 
wird man 
x’ = o, und x“ — so = o 
finden, der erſte Werth von *“, in der vorgelegten Gleis 
chung ſubſtituirt, giebt 
’ * und 7 V 962°, 2 
aber da, wenn man 
f * o und 7 o 


dy . 
macht A FR koͤmmt, fo folgt daraus, daß, dieſe 
g Werthe 


) Die Curve der Fig. g. verbunden, mit den bemerkungswür⸗ 
digen Particularitaͤten, welche wir ſchon haben kennen ler⸗ 
nen, nemlich, daß ſie durch eine gerade durch den 
Punet & ſenkrecht auf ihrer Aſymptote gezogenen Linie in 
zwey gleiche Theile getheilt wird. Man kann ſich von die 
ſer letzten Eigenſchaft verſichern, wenn man den abſoluten 
Durchmeſſer durch das in Nr. 219 vorgeſchriebene Bach. 
ren ſucht. 
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Werthe weder zu einem Mapim um noch zu einem Mis 
nim um gehören, und daß fie einen Vielfachenpunct an⸗ 
zeigen. Man wird verſichert ſeyn, daß der zweyte Werth 


von y, nemlich )“ Vo, welcher dem Punet 
D entſpricht 14 Sg iſt, es ſey indem man ſucht 


was alsdann L. wird, oder es en indem man aus zuma⸗ 


Kr 
chen ſucht, ob die ihr vorhergehende Ordinate und die, 
welche ihr unmittelbar folgt, alle beyde kleiner ſind als 
ſie ſelbſt: 
15 * — J o a⸗ 
iſt das den negativen Ordinaten entſprechende Marie 
mum. Es bleibt uns noch übrig die Wurzeln der 
Gleichung i 
* — O 2 o. 
welche ſind 
= V5 
zu unterſuchen; ſetzt man ſie in der vorgelegten Gleichung, 
fo machen fie 5“ imaginair, und geben folglich weder eln 
Maximum noch ein Minimum. Wollte man die Las 
gen von der Curve in dem Punct-A kennen, für welchen 


d 7 
man ſo eben geſehen hat, daß 45 ſich auf 3. reducirt, 


ſo wuͤrde man zum zweyten mahle die vorgelegte Glei⸗ 
chung differentiiren, indem man dx’ und dy’ als beftän- 
dige Größen betrachtet; und wenn man nachher im Re⸗ 
ſultate x’ und 5 gleich Null macht, fo würde man ber 
kommen 

48 a dy“ — oa dx =o, 
welches geben wuͤrde 

dy- 


dx 
Ver⸗ 
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Vermittelſt dieſer zwey Werthe wird man ſehr leicht die 
grade Linien, welche jeden der Zweige der vorgelegten 
Curve im Puncte A beruͤhrt, conſtruiren, weil man den 
Winkel, welchen fie mit der Abſeiſſenaxe bilden kennen 
würde, oder das Verhältniß der Ordinaten zu den Abſ. 
eiſſen, welche dieſen Winkel ausmachen. (Rr. 196.) 

Um die Graͤnzen der Curve in der Richtung der Abſ⸗ 
ciſſen oder, welches einerley ift, die Mapima und Mi⸗ 
nima von x’ zu bekommen, muß man den Renner 


5 
des Bruchs welcher 2, ausdrüdt, gleich Null ſetzen, 


dieſes giebt die Gleichung 
y” 2 48 a y/ — 
woraus 
“S o und N . 

Der erſte Werth giebt x = o, und entſpricht nur den 
bey dem Urſprunge gelegenen Vielfachenpuncte, man 
zieht aber aus den zwey letzten 7 

d x 54 ünd * 8: 

Eins dieſer Refultate zeigt uns den Punkt F und feine 
Analogen; das andre Reſultat giebt H und feine Analo⸗ 
gen, und beyde ſtimmen mit dem was wir in Nr 203 ges 
funden haben, uͤberein. Man wird bemerken, daß die 
Abſeiſſe in dem Punet G ein Maximum und in dem 
Punct Hein Minimum iſt, weil in dem erſten Punct 
die Curde ihre Concavität der Ordinatenaxe A0 zukehrt, 
der fie in den zweyten Punct ihre Converität zukehrt. 
Um die Beſtimmung der vornehmſten Umſtande der vor, 
gelegten Eurve zu beendigen, ſo bleibt uns noch übrig 
die Natur ihrer unendlichen Zweige und ihre Inflexions⸗ 
puncte zu finden, denn wir wiſſen bereits, daß fie gar keine 
Rückkehr hat. Wir wollen jetzt anfangen uns mit den 


u. Theil, unend⸗ 
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unendlichen Zweigen zu beſchaͤftigen; man ſieht leicht, 
daß x’ und y’ zu gleicher Zeit unendlich werden, und 
wenn man die Gleichung y* — 96 a7 + 100a*'x'* — * 


= 


1% u: 
= o, die folgende. Geftalt 2 — 96 a⸗ 2 ＋ 100 — 


— 1 s giebt, ſo wird man finden, daß das Verhaͤlt⸗ 


. 4 * 
‚mig 7, die Einheit zur Graͤnze hat. Wenn man in dem 


8 dy“ 6 
Ausdruck von 125 y'=x macht, und die Gränze 


nimmt, ſo wird man noch die Einheit finden, woraus 
folgt, daß der Zweig HX und feine Analogen ohne En⸗ 
de dahin ſich bemühen mit der Abſciſienaxe einen Winkel 
von 45° zu bilden. 


7 


Man wird nachher haben 


„ 7 e g. t e. 
dy“ * — goa xX“ 

3 E on“ 
3 er e 


Dieſe Ausdrucke, welche, wenn man ſtatt *“ ihren Werth 
ſetzt, ſich auf 


Soa'x!“ — 48a)“ 4857 — Soa'x“ 
* — Foa xD 2 1 — 4a 


reduciren, nehmen unaufhoͤrlich ab, nach Maaßgabe als 
x’ und “ zunehmen, und haben nur Null zu ihrer Graͤnze. 
Man ſieht daraus, (Nr. 246) daß die vorgelegte Curve 
zur Aſymtote zwey grade, durch den Urſprung A gefuͤhrte 
Linien hat, die mit der Abſeiſſenaxe einen Winkel von 45˙ 
bilden. Man hat um die Figur nicht zu complicirt zu 
machen, dieſe grade Linien nicht gezogen. Wir wollen 
jetzt zur Aufſuchung der Inflexionen übergehen. Man hat 

2 d 
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, e eee e 48 00 ZT 


ö 
de” „ — 48 
dieſer Ausdruck Bin 2, wenn y‘ und x’ Null find, 
so 


Fall in welchem Er; = =; um ſeinen wahren Werth 
dx! 48 f 


zu finden, wird man das dritte Differential der vorge⸗ 
legten Gleichung ſuchen muͤſſen, indem man d’y’ als ber 
ſtaͤndig betrachtet: macht man im Reſultate * und y' 
gleich Null, fo wird man haben 
a e 144A dy“. dry’ = 

welches gebt, = =, und beweiſet daß der punti K 
wirklich ein Juſtepionspunet iſt. 

Wir wiſſen, daß die vorgelegte Curve deren noch an⸗ 
et hat; um fie zu finden, muß man den Zähler von 


I gleich Null fegen, und es wird die Gleichung 


dy 
ar or la ET TER 


aa : 
kommen; wenn man für 925 ihren Werth ſetzt, und den 


Renner verſchwinden läßt, fo wird man haben 
(3x'°— 502°) / 48455, — (3 48a.) (K sea o: 
Man kann dieſe Gleichung folgende Geſtalt geben, 
57 Aa.) (357 — So -A O) (3) 484.) =. 
Wenn man jetzt bemerkt, daß die vorgelegte Gleichung 
ſelbſt zu dieſer zuruͤckkoͤmmt, 5 
0 - 8a“) — (% — 502°)? + 196 = o, 

und wenn man den Werth von (5 — 48 4% nimmt, 
um ihm in der vorhergehenden Gleichung zu ſetzen, ſo 
wird man nach den Reductionen finden: 

M a * 
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G- goa) (257 4%) Egga-ef3à - Sa) o: 
Dieſe letzte mit der vorgelegten Gleichung verbunden, wird 
dazu dienen, die Abfeiffen und Ordinaten, des Inflekions: 
punct K und von feinen Analogen in den andern Zwef⸗ 
gen zu beſtimmen; man wird leicht daraus den, Werth 
von y“ ziehen, und wenn man ihn in der Gleichung der 
vorgelegten Curve ſetzt, fo wird man ein Reſultat 175 
ben, welches nur noch x enthalten wird. 

dy- 5 

Wenn man =“ unendlich macht, oder feinen None 
5% — 482” gleich Null ſetzt, fo würde man / = o, und 
8 748 finden, dieſe Werthe lehren uns nichts 
neues; der erſte gehört dem Punct A, welchen wir ſchon 
bemerkt haben, und der zweyte gehört den Puncten E 
und H, von welchen wir wiſſen, daß ſie keine Inflexions⸗ 
puncte, ſondern bloß Graͤnzen der Curve in der Richtung 
der Abſciſſen find. 


258. 
Theorie von den Osculationen der Curden. 


Ob man gleich keine grade Linie zwiſchen einer Curve 
und ihrer Tangente ziehen kann, ſo kann man demohn⸗ 
geachtet eine unendliche Anzahl andere verſchiedene krum⸗ 
me Linien durchgehen laſſen, welche alle die vorgelegte 
Curve berühren, und durch ihre Tangente berührt wer⸗ 
den. Der Kreis bietet ein ſehr einfaches Beyſpiel von 
dieſem Fall dar; man ſſieht in den Anfangsgruͤnden der 
Geometrie, daß, wenn ein Kreis durch irgend eine grade 
Linie beruͤhrt iſt, alle diejenigen Kreiſe welche durch den 
Beruͤͤhrungspunet gehen, und ihren Mittelpunct auf der 


durch dieſen Beruͤhrungspunct und den Mittelpunct des er⸗ 
ſtern 
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ſtern Kreiſes gezogenen graden Linie haben, ſich zwiſchen 
ihm und ſeiner Tangente befinden, wenn ſie einen groͤ⸗ 
ßern Radius als den ſeinigen haben. 


Wenn man in der Reihe 
. S ph 4 gb? E Th! ＋ sh! . . (0 

ſucceſſive 1 
*“ ph, “' ph ＋ qh', k / ph + gh? + rh''u. ſ. w. 
macht, fo. wird, k“ wie man weiß, die Ordinate der 
Tangente, in Beziehung auf der Axe MB’ und den Urs 
ſprung N, (Fig. 29) genommen ſeyn, k“ wird die Ordinate 
einer paraboliſchen Curve ſeyn, die auch durch dieſen 
Punct gezogen, und durch die beſondern Werthe, welche 
die Coefficienten p und 4 bey den Punct M annehmen, 
beſtimmt find: k“ wird noch die Ordinate einer parabo⸗ 
liſchen Curve ſeyn, aber von einer hoͤheren Ordnung als 
die vorhergehende u. ſ. w. Jetzt iſt es leicht ſich zu uͤber⸗ 
zeugen, daß die erſte Parabel zwiſcher der Curve und ih⸗ 
rer Tangente, und daß die zweyte Parabel zwiſchen die 
erſte und der Curve durchgehet; eine dritte auf derſelben 
Art gebildete Parabel wuͤrde zwiſchen der zweyte und der 
Curve durchgehen, u. . w. In der That, wenn man 
die! Unterſchiede zwiſchen der Ordinate der Curve, 
den Unterſchied der Tangente und den von einer jeden 
der Parabel die darauf folgen, ſo wird man finden. 

NN = k = . ah? g rh! T sb 

NN = K — K rh; ＋ sh! 

NN = K KC i abe T 
am wennn die Abſciſſe h klein genug ſeyn wird, damit 
ein beliebiges Glied der Reihe, welches den Werth von k 
ausdruͤckt, größer ſey, als die Summe aller folgenden 

M3 Glie⸗ 
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Glieder, To iſt augenſcheinlich, daß alsdann NN“ gerin⸗ 
ger ſeyn wird als NN“, NN““ geringer als NN“ u. ſ. w. 
Macht man h negativ, fo wird man eben fo 
un“ S nn“, unn“ < nnd u. ſ. w. 

finden. Die Curve MV geht alſo zwiſchen der Tangen⸗ 
te Mx“, und der vorgegebenen Curve MX durch; eben fo 
geht auch die Curve MY zwiſchen M“ und MX durch 
u. ſ. w. 

Jede der Linſen Mu“, MI “/, MY, u. ſ. w. die fi 
mehr der vorgelegten Curve als die ihr vorhergehende naͤ— 
hert, kann anaefehen werden, als hätte fie einen voll⸗ 
kommnern Beruͤhrungspunct oder von einer hoͤhern Ord⸗ 
nung als der, welcher ſich zwiſchen dieſe zwey letztern 
befindet. Die Ordnung der Beruͤhrung iſt durch die An⸗ 
zahl der Glieder, welche der Reihe (k) und der Gleichung 
der beruͤhrenden Curve gemein ſind, angezeigt. 

Die Curven M“, MV“ u. f w. beſitzen alle eine 
Eigenſchaft, derjenigen analog, welche den Caracter der 
Tangente bildet (Nr. 231); fo wie auch, daß man zwi⸗ 
ſchen dieſe Linie und der Curve, keine andre grade Linie 
durchziehen kann, eben fo kann man zwiſchen der Para: 
bel MY“ und der Curve MX, keine Parabel der zweyten 
Ordnung durchgehen laſſen. Um ſich davon zu überfuͤh⸗ 
ren iſt es hinreichend eine Parabel dieſer Ordnung auf 
der Abſeiſe h bezogen, und durch die Gleichung 

k, Ah + Bh 
vorgeſtellt, zu betrachten, man wird ſehen, daß ſo lange 
als A und B von p und q differiren werden, die Größe 
k — k, es ſey poſitiv oder negativ, die Größe k — k” 
übertreffen wird. Haͤtte man A D p, welchen Werth 
auch uͤbrigens der Coefficient B haben möchte, fo wuͤrde 
dennoch die, durch die Gleichung 


*, 
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k, = ph + Bh? 
gegebene Parabel, dieſelbe Tangente als die vorgegebene 
Curve MX, haben, und fie folglich auch berühren, Es 
folgt daraus, daß es eine unendliche Anzahl Parabeln 
giebt, die eine Beruͤhrung von der erſten Ordnung⸗ 
mit einer gegebenen Curve haben koͤnnen, daß es aber 
auch nur eine giebt, die eine Beruͤhrung von der 
zweyten Ordnung haben kann; um dieſe letztern von allen 
andern zu unterſcheiden, wollen wir ſie Beruͤhrungs⸗ 
parabel nennen. Man wird eben ſo ſehen, daß unter 
die durch die Gleichung 
4% = Ah T Bh' + Ch? 
vorgeſtellten paraboliſchen Curven, ſich eine unendliche An⸗ 
zahl befinden werden, die mit der Curve MX Beruͤhrun⸗ 
gen von der erſten und zweyten Ordnung haben werden; 
aber daß eine einzige nemlich die, wo 
A = p,; B = q Crx, 
iſt, eine Berührung der dritten Ordnung haben kann, fie 
wird alſo die zweyte Beruͤhrungsparabel ſeyn, und eben 
ſo mit den andern. 

Wenn die vorgegebene Curve, keine Inflexion bey 
den Punct, welchen man betrachtet, erleidet, fo befindet 
fie ſich auf dieſelbe Seite der Tangente, unmittelbar vor 
und nach der Beruͤhrung, aber es iſt nicht daſſelbe in 
Rüͤckſicht der erſten Berührungsparabel: denn der Unter⸗ 
ſchied dN, deſſen Zeichen immer von feinem erſten Glie⸗ 
de rh' abhangen kann, indem man h ſchicklich nimmt, 
verändert mit dieſer Große zu gleicher Zeit das Zeichen, 
welches beweiſet, daß die Curve MY’, von der einen zur 
andern Seite der Eurve MX übergehet; es giebt alſo auf 
eine gewiſſe Weiſe Beruͤhrung und Durchſchnitt zwiſchen 
dieſe beyde Curven. Wenn man Mühe hätte dieſen Um 

M 4 ſtand 
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ſtand zu begreifen, fo müßte man fi erinnern, daß die 
Tangente im Inflexionspuncte die vorgelegte Curve ſchnei⸗ 
det, und fie dennoch berührt. Daſſelbe wird auch allen 
osculirenden Curven von einer graden Ordnung wieder- 
fahren; nur die osculirenden Curven von einer ungraden 
Ordnung allein find alle auf derſelben Seite in Ruͤck— 
ſicht auf der vorlegten Curve, *) 


Wenn unter den Coefficienten der Reihe (*) ſich wel⸗ 
che finden die Rull find, ſo bekoͤmt dadurch die osculi⸗ 
rende Linie der niedern Ordnung beym erſten dieſer Glie⸗ 
der, eine Beruͤhrung von einer hoͤhern Ordnung als die 
ſeinige; wenn alſo der Eoefficient q Null iſt, fo hat als⸗ 
dann die Tangente eine Beruͤhrung von der zweyten Ord⸗ 
a „ weil Kk = K zu® — 

rh E sh! 

wird, oder, was einerley iſt, die erſte ber 
bel wird zu einer graden Linie, und fällt mit der Fans 
gente zuſammen; die zweyte Beruͤhrungsparabel würde 
mit der erſten zuſammenfallen, wenn man 1 s haͤtte: 
beyde wurden ſich mit der Tangente vereinigen, wenn 4 
und r zu gleicher Zeit Null wären. Etz iſt leicht, dieſe 
Betrachtungen nach den Umftänden, welche ſich darbieten 

koͤnnen, 


) Wenn man die Unterſchiede zwiſchen der Orbinate einer je⸗ 
den der sseculirenden Linien, und die der vorhergehenden, 
nimmt, ſo wird man haben: ; 
k“ = ph = N“, k“ — K 2 a- = QN’=OQN/, 

“ö — K! erh = ON, N, 
Reſultate, welche darin bemerkungswerth find, daß fie den 
lineariſchen Ausdruck der Glieder von der ar Y vor⸗ 
ſtellen. * 
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koͤnnen, auszudehnen und zu modificiren. Wenn die 
Glieder der Reihe (b) 2 oder unendlich werden, fo muß 
man alsdann ſeine Zuflucht zu der allgemeinern Reihe 
* = Ah“ ＋ Bh. ch? +... 

nehmen, welche aus der vorgelegten Gleichung durch die 
in Nr. 134 angezeigte Verfahrungsarten abgeleitet iſt, 
und welche in Beziehung des betrachteten particulaͤren 
Punkts die päraboliſchen Beruͤhrungscurven geben wird. 
Wir wollen jetzt zeigen, daß die Curven vom paradoliſchen 
Geſchlechte nicht die einzigen ſind, welche die osculiren⸗ 
den einer gegebenen Curve ſeyn können. 


259. 


Wenn man begreift, daß irgend eine Curve durch 
den Punct M gehet, und folglich in dieſem Vunet dieſelbe 
Eootdinaten Ap und PM als die vorgelegte hat, und daß 
man durch K die Ordinate dieſer Curve in Beziehung auf 
die Ape MB‘ und der Abſciſſe QM = h vorſtellt, man 
in ihre Gleichung, welche ich durch (V) ſo wie fie 
ſelbſt, bezeichnen werde, */ -+ h und 5/ ＋ K flatt x und 
y fegt, fo wird man fur K eine Reihe von der Form 

K = Phi Oh! ＋ Rh? E Sh! hun. 
Anden, und es wird folglich kommen 
ern eee eee 
(s — 8)h ! 

Wenn p gleich P ſeyn wird, ſo wird dieſe Curve dieselbe 
Tangente als die vorgelegte haben, und in dieſem Falle 
werden ſie ſich einander berühren. Man ſieht auch / daß 
fo lange als q und Q nicht von entgegengeſetzten Zeichen 
N ſeyn werden, die zweyte Curve zwiſchen der vorgelegten 
M 5 Cut ve 
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Curve und ihrer Tangente durchgehen wird, denn da 
alsdann k — K auf 
(J — On . (r — Wb 

5 iſt, ſo wird dieſe Differenz kleiner ſeyn als 

k — k = qh' ＋ rh' ＋ 8 
wenn die Abſeiſſe h dergeſtalt genommen wird, daß das 
erſte Glied von einer jeden dieſer Reihen die Summe aller 
ihm folgenden uͤbertrift; der Unterſchied J — Q mit 3 
verglichen, wird uns die reſpective Lage der beruͤhrenden 
Curve (V) in Betracht der vorgegebenen Curve und ihrer 
Tangente kennen lehren. Die Beruͤhrung der vorgelegten 
Curve mit die Curve (V) wuͤrde von der zweyten Ordnung 
ſeyn, wenn man zu gleicher Zeit 

p — PS o, dq — Q 0 
Hätte; von der dritten Ordnung, wenn man 

| p FP So, d Q So, r RS o, 
hätte; und überhaupt von der durch die Anzahl der in 
dem Ausdruck von k — K verſchwindenden Eoefficienten 
angezeigten Ordnung. 
Fur einen jeglichen Punkt der Curve m find die 


Coefficienten 
E 2 5 QS. ar = 3 re 
dx’ dk 2. 3 dx 


durch x, durch 5, und durch die beftändigen Größen, wel⸗ 
che in ihre Gleichung hineinkommen, gegebene Functionen; 
aber bey den Punct Mwerwandelt ſich x und y in x’ und 
y’, und da die Coefficienten 


’ 


dy‘ 1 d’y’ 1 d- 4 
Ben ET 5 
Functionen von x’ io 7 een mm chaten die Glei⸗ 


chungen * ) 
p P o, . fo 
nur 
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nur die beſtaͤndigen Größen von welchen man fo eben ge: 
ſprochen hat, und die Coordinaten des Punctes M, und 
koͤnnen folglich nur alsdann identiſch werden, wenn dieſe 
beſtaͤndigen Größen, mit den Coordinaten x’ und y’ die 
von ihnen ausgedruͤckte Relationen haben. 

Wenn die Curve (V) nicht ganz unbeſtimmt iſt, ſey 
es in ihrer Lage, oder in ihrer Art, ſo wird alsdann ihre 
Gleichung willkuͤhrliche beſtaͤndige Groͤßen enthalten, wor⸗ 
über man disponiren koͤnnte, um einige von dieſen Glei⸗ 
chungen \ | 
p — P 2 o, q — Q 

Gnuͤge zu thun, und dadurch eine Beruͤhrung einer mehr 
oder weniger hoͤhern Ordnung, nach der Anzahl dieſer be⸗ 
fländigen Größen zu beſtimmen. 


260. 


Um dieſes durch ein Beyſpiel zu erlaͤutern, wollen 
wir annehmen daß die Curve (y) ein Kreis ſey von wel— 
chen die Lage des Mittelpuncts und Groͤße des Halbmeſſer 
beliebig iſt; und wollen die verſchiedene Beruͤhrungen auf⸗ 
ſuchen, den dieſer Kreis mit der gegebenen Curve haben 
kan, und auf welche Art die in feiner Gleichung hineins 
kommenden beftändigen Größen durch die Natur der Ber 
ruͤhrung, und durch die Lage des Puncts wo dieſe Bes 
ruͤhrung ſtatt hat, beſtimmt ſind. 

Laßt uns daher durch und s die Coordinaten des 
Mittelpuncts des von uns betrachteten Kreiſes, durch a 
fein Halbmeſſer, und durch x und y die Coordinaten ir⸗ 
gend eines Punctes feines Umfangs, vorſtellen; die Ent⸗ 
fernung dieſes letztern vom Mittelpuncte, wird zum Aus⸗ 
druck haben (Nr. 197) 
V = 
und, 
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und, der Natur des Kreiſes gemäß, ſollte dieſe Entfer⸗ 

nung gleich den Halbmeſſer a ſeyn, nimmt man die Qua⸗ 

Na, ſo wird man haben N 
Gt Kar 

Diefes ift die Gleichung eines mit einem de Halb⸗ 

meſſer beſchriebenen Kreiſe der in Beziehung der Axen eine 

ganz beliebiger Lage hat. 

Die erſte Bedingung, welche dieſen Kreis erfüllen muß, 
ehe er die vorgegebene Curve beruͤhrt, iſt daß er durch 
den Punct M geht, und deswegen muß feiner Gleichung 
guuͤge geleiſtet werden, wenn man anftatt x und 7. x 
und 5“ ſetzt, welches geben wird 5 

ke)’ + O = e .). 

Weil man die veränderlichen Größen x’ und 57 für. den 
Punct M welchen man betrachtet als beſtimmt anſehen 
ſoll, fo folgt daraus, daß von drey willkuͤhrliche beftäns 
dige Groͤßen „ 2 und a, nur noch zwey übrig bleiben mit 
welchen man diſponiren kann um die Bedingungen der 
Berührung zu erfüllen, und daß folglich dieſer Kreis im all. 
gemeinen, mit der gegebenen Curve keine Beruͤhrung von 
einer hoͤhern als die der en ee haben kann. 

Die Gleichung . 

&— eo) + Aria =. 
giebt 

2 dy 2 

! 3 8 dx 1 7 — 6 
verändert man in dieſen Werth x in x’ und y in y’ und 
ſubſtituirt ſolche in p —P = o, ſo kommt 
| dy“ R — 
. 


dy“ 
G O O O. 


o, oder 


Dieſe 
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Dieſe Gleichung iſt nicht hinlänglich um ⸗ und A zu be⸗ 
ſtimmen, fie giebt aber die Relation die zwiſchen dieſen 
Größen exiſtiren muß, fuͤr jeden der particulaͤren Werthe 
von & und von /: giebt man ſie die Geſtalt 
4 
ß e 
fo wird man ſehen, daß fie dieſelbe iſt, als die von der 
Normale in welcher man x in und y in 3 (Nr. 245 
verändert hätte, und man wird daraus ſchließen, daß 
alle Kreiſe die ihren Me ttelpunct auf die Normale im 
Puncte M haben, und die durch dieſen Punct gehen, eine 
Berührung von der erſten Ordnung mit der vorgegebenen 
Curve haben. 1 10 
261. 


8 laßt uns noch die Gleichung a —- 220 bilden 
um die Beſtimmung des berührenden Kreis zu vollen⸗ 
den. Wir ziehen ſogleich aus der Gleichung dieſez 
Kreiſes 0 121 

EEE TTT 
200 — ) 
ſetzt man nachgehends x! für x und y’ für y, fo werden 
wir haben L ; 


ee DE BEN 
dx’, 200% E 8) * 3 


2 d? ‘ 

Gi Diez rap lee... 2) 
die Gleichungen (1), e) und (3) vereiniget, find in hin⸗ 
laͤnglicher Anzahl um =, und a zu beſtimmen: die zweyte 

giebt 

. 0 d „ * 

* == 755 8 
ſub 
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ſubſtituirt man dieſen Werth in der dritten Gleichung, ſo 
findet man 
b dy“ 
u 
dy- 
dx“ 


* — g „ woraus 


* 
N 

N 
* 


dx“ 
und durch Huͤlfe dieſer Ausdrucke, wird die Gleichung 
(1) geben . 


dx’? 
Die zwey erften Reſultate lehren, in Beziehung auf den 
Punct M, die Lage vom Mittelpunct des Kreiſes kennen, 
der in dieſem Puncte eine Berührung von der zweyten 
Ordnung, mit der vorgegebenen Curve hat. 


262. 


Zwiſchen dieſen Kreis und dieſer Curve, kann kein 
anderer Kreis durchgehen; denn, wegen 
p SF und 4 = Q. 
hat man 
k — K (r — Fh + (s — 8)h“! T 
und fuͤr ein Kreis der nur eine Beruͤhrung von der erſten 
Ordnung hätte, würde kommen 
k — K, = ( — Oh ＋ ( — RHh. + (s — 8h“ +... 
Raiſonnirt man hier wie in Nr. 258, fo wird man ſehen, 
daß die Differenz k — K, immer größer als k — K, ſeyn 
: wird 
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wird, ſo lange man h dem gemäß nehmen wird, und 
alſo kann der zweyte Kreis ſich nicht unmittelbar vor und 
nech der Berührung, zwiſchen den erſten und der vorge⸗ 
gebenen Curve befinden: dieſer erſte Kreis wäre alſo der 
Beruͤhrungskreis. 
Man ſieht durch die Form des Ausdrucks von K — K 
daß der Beruͤhrungskreis, fo wie auch die Beruͤhrungs⸗ 
parabel (Nr. 258), nach der Berührung auf diejenige 
Seite der Curve übergehet, welche der Seite entgegenge, 
ſetzt iſt, wo er ſich zuerſt befand, wenn nicht die Werthe 
von * und von 5 die dem Punct M insbeſondere auge, 
hören, r — R verſchwinden laſſen. In dieſem Falle, wi, 
re die Berührung des Beruͤhrungskreiſes und der vorge⸗ 
gebenen Curve von der dritten Ordnung; ſie wuͤrde von 
der vierten werden, wenn s —s zugleicher Zeit verſchwaͤnde, 
und ſo fort. 

Sieht man den Punct M als unbeſtimt an, fo koͤnnte 
man ihm im allgemeinen eine Lage ertheilen, ſo, daß 
man r — R o hatte; dazu muͤßte man x’ und “ ber 
ſtimmen, indem man dieſe Gleichung mit die der Curve 
combinirt, und wenn man daraus fuͤr dieſe unbekannten 
Größen reele Werthe findet, ſo wuͤrde der Beruͤhrungs⸗ 


kreis in den Punct welchen fie anzeigen eine Berührung 
von der dritten Ordnung haben. 


263. 


Da die Lage von dem Mittelpuncte des Beruͤhrungs⸗ 
kreiſes für jeden der Puncte von der vorgegebenen Curve 
verſchieden iſt, fo wird das Enfembel aller dieſer Puncte 
eine Eurve bilden, deren Cagrdinaten « und # find, Ihre 
Gleichung finder ſich, wenMmait’x‘ und 5“ zwiſchen den 

Glei⸗ 
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Gleichungen (1) und (2) und denn der vorgegebenen Cur⸗ 
ve eliminirt; denn da die Relation, welche man durch 
dieſe Operation in „und s erhält, unabhängig don den 
particulären Werthen von “und von 57 iſt, ſo muß dieſe 
Relation nothwendig allen 2 Wemmen die und 
6 nehmen koͤnnen.) 


1 


264. 


Es iſt wichtig zu bemerken, daß der durch den Be⸗ 
ruͤhrungspunct gefuͤhrte beruͤhrungshalbmeſſer, immer die 
fo eben erwähnte Curve beruͤhrt. Um es zu beweiſen, fo 
wollen wir in der Gleichung (2) den Werth von x’ — = 
nehmen und dieſen in der Gleichung (3) fubſtituiren, dieſe 
letztere wird 

dy dey“ 
1 + + Er DE 
wir konnten alfo ſtatt die Gleichungen (2) und (3), die 
zwey folgenden anwenden 
(* — dx Y dy! S o 
arte ＋T dy“ O“ D d, o. 
Jetzt, wenn man die erſte in Beziehung auf x’ differentiirt, 
ſo wird ſich nicht nur allein y+ fondern auch 4 und s ver⸗ 
aͤndern, 


= 0; 


9 Ich ergreife diefe Gelegenheit um bemerken zu laſſen, daß 
im allgemeinen die Eliminirung, wenn fie gewiſſe Größen 
verſchwinden läßt, und dadurch die andern von den particu⸗ 

lären Werthen, welche die erſtern haben koͤnnen, nnabhängig 
macht, zu ein Reſultat führt, welches eolleetive alle die 
Werthe enthält, welchen man für jeden dieſer Werthe ges 

‚habt. hätte; durch dieſe Eigenſchaft ſpielt die Eliminirung in 
den Fragen der Analyfis und der Geometrie eine grebe 
Rolle, wie man ſolches in der Folge ſehen wird. 
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ändern, weil es implicite Functionen von *“ find, und 
man wird folglich finden 
4% + dy“ ＋ (y“ Hay — d- dx! — ds dy S o, 
= Reſultat, welches in Beziehung auf der hier oben ans 
gefuͤhrten zweyten Gleichung, ſich auf 
da dx“ + dedy, = o, 
reducirt, woraus 
dis aich 
— — — —. 
de .- dy“ 
; 45 . ; 
Bemerkt man aber, daß T auch den Differentialcoeffi⸗ 


cienten der veraͤnderlichen Größe , als eine Function von 

„(Nr. 68) betrachtet, ausdruͤckt, fo wird man ſehen, 
daß die Tangente der Curve, auf welcher ſich der Mit⸗ 
telpunct des Beruͤhrungskreiſes befindet, mit der Abſciſ⸗ 
fenage denſelben Winkel bildet, als die Normale der vor⸗ 
gelegten Curve, und weil eine und die andre dieſer gra⸗ 
den Linien, durch den Mittelpunct des Beruͤhrungekreiſes 
gehen, ſo fallen ſie nothwendig in einander. 


265. 

Dieſes fuͤhrt, uns von der Art, wie die vorgegebene 
Curve MX (Fig. 30) durch die Curve FZ erzeugt werden 
kann, zu reden, welche man als den Ort aller Mittelpuncte 
von allen Beruͤhrungskreiſen der erſtern Curve annimmt 

Da die Linie dar Tangente von die Curve BZ iſt, fo 


hat fie nothwendig dieſelbe Richtung als diejenige if, 


welche ein um die Eonvopitär dieſer Eurve gelegter Faden 
nehmen würde, wenn man bey der Entwickelung, ihm, vom 
Punct k hätte losmachen können; und es iſt leicht zu fer 
hen, daß, indem man dieſen Faden eine ſchickliche Fänge 


giebt, das außerſte Ende, bey welchen er ſich zu entwickeln 
II. Theil. N ana 
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anfaͤngt, die Curve NX beſchreibt. Dieſes Verfahren hat 
- eine große Analogie mit der Beſchreibung des Kreiſes; 
es iſt die Curve FZ, welche die Stelle des Mittelpuncts 
vertritt, und der Halbmeſſer MF ſtatt beſtaͤndig zu ſeyn 
verandert ſich für jedem Punet. Die Curve FZ heißt, 
die Abgewickelte (E volute) die Curve Mx, die Deves 
lopirte, und der Halbmeſſer des e heißt, 
Halbmeſſer der Evolute 


266. 


Von alle den Kreiſen, welche die vorgegebene Curve 
in dem Punct M berühten, und wo der Beruͤhrungskreis 
der iſt, welcher ſich ihr am mehrſten nähert, es ſey vor, 
oder nach der Beruͤhrung, und folglich diejenige iſt, deren 
Kruͤmmung am wenigſten von der, welche dieſe Curve in 
den Punct hat, den wir betrachten, unterſchieden iſt. 
Die Kruͤmmung des Kreiſes iſt für alle ihre Puncte gleich 
aber die, eines kleinen Kreiſes iſt beträchtlicher als die, 
eines großen, ſo daß die Kruͤmmungen der Kreiſe in um⸗ 
gekehrtem Verhäͤltniſſe ihrer Halbmeſſer find. Man kann 
alſo durch den Halbmeſſer des Beruͤhrungskreiſes, von 
der Kruͤmmung einer gegebenen Curve, in irgend ei⸗ 
nem ihrer Puncte urtheilen; denn in dieſem Falle ver— 
gleicht man die Curve mit ihrem Berührungskreiſe, fo 
wie man fie mit ihrer Tangente vergleicht, um die Rich⸗ 
tung zu kennen, gegen welche in jedem Augenblick der 
Punct, durch welchen ſie beſchrieben wird, hinzieht. Dieſe 
Betrachtungen haben auch den Halbmeſſer des Beruͤh—⸗ 
rungskreiſes, den Rahmen Kruͤmmungshalbmeſſer 
gegeben, und man ſieht aus dem was vorhergeht, daß 
die Krümmung einer Curve in umgekehrten Verhaͤltniß 
ihres Kruͤmmungshalbmeſſer ſteht. 

f Die 
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Die Veränderungen des Halbmuſſer der Krümmun⸗ 
gen und die Umftände des Laufs der Abgewickelten, find 
auch ſehr geſchickt die ſingulären Puncte der vorgelegten 
Curve zu entdecken. 


Der Ausdruck des Kruͤmmungshalbmeſſer wird un⸗ 
endlich, 


und Null, wenn er 


unendlich ift. = 

Man wird den Punct der vorgelegten Curve in wel⸗ 
chen der Kruͤmmungshalbmeſſer ein Maximum oder 
ein Minimum iſt, finden, indem man, nach der ger 
wöhnlichen Regel dieſen Halbmeſſer wie es ſeyn muß, als 
eine Function von “ betrachtet, und feinen Differential⸗ 
coeffici'nten gleich Null macht. Dieſen Calcul bey dem all— 
gemeinen Ausdruck ausgefuͤhrt; führt auf einen merkwuͤr⸗ 
digen Schluß; denn es gehet daraus hervor, daß der 
Beruͤhrungskreis in dieſem Falle eine Beruͤhrung von der 
dritten Ordnung mit der vorgegebenen Curve hat. In 
Wahrheit, wenn der Zaͤhler von dem Differentiale des 
Werthes von a (Nr. 261) gleich Null geſetzt iſt, fo ber 
kommen wir die Gleichung 


3. 5 d 75 ＋ 25 d' 
Ber 9 0 

welche x! beſtimmen wird; wenn man aber auf der an, 

dern Seite das dritte Differential der Gleichung des Be⸗ 


Eübeungöfceijet (Nr. 260) nimmt, io wird man haben 
dy d’y 
Bar . 0 042 8 


Wenn man für y — s ihrem aus dem zweyten Differen« 
tial gezogenen Werth ſetzt, und * in x’ und y in y’ vers 
wandelt, um das Refultat welches dem Beruͤhrungspunet 
gehört, zu bekommen, fo wird dieſelbe Gleichung als die 

N 2 hier 
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hier oben angefähte, kommen. Es folgt daraus daß der 
Coefficient 955 5 für die 8 Curve und für den Bes 


ruͤhrungskreis derſelbe iſt, wenn der Halbmeſſer dieſes 
letztern ein Maximum oder ein Minimum iſt; und 
wegen 2 


1 475 . d 
sa — — und R, 
1.2.3 dx 1. 2.3 Var’ 


wird man alsdann r — R = 0 haben, ein Reſultat wel; 
ches die Bedingung in Beziehung einer Beruͤhrung von 
der dritten Ordnung (Nr. 259) ausdruͤckt. 

Da der Mittelpunct der Kruͤmmung ſich immer in 
den Raum befindet gegen welchen die vorgelegte Curve 
ihre Eoncavität kehrt, fo folgt daraus, daß nach einem 
Inflexions⸗ oder Ruͤckkehrpunet, dieſer Mittelpunet von 
einer Seite der Tangente zur andern uͤbergeht, ſo wie 
die Abgewickelte. Ich werde mich nicht aufhalten, die ver⸗ 
ſchiedene Geſtalten, welche die Abgewickelte annehmen kann 
en Detail zu zeigen, ich werde nurlbloß bemerken, daß, wenn 
fie eine Inflexion erleidet, daraus ein Ruͤckkehrpunct von 
der zweyten Art in der vorgegebenen Curve entſtehet; die— 
ſes iſt in der Figur ſichtbar; denn der Kruͤmmungshalb⸗ 
meſſer Mk, der in NG gelangt iſt, kehrt ſogleich wieder 
in HO zuruͤck, und beſchreibt den punctirten Zweig No. 
Auf dieſe Art erkannte L'hopital, das Daſeyn dieſer 
Art von Ruͤckkehrpuncte, welches nachher von de Gua 
behauptet, aber erſt durch d' Alembert und N au⸗ 
ber Zweifel geſetzt wuͤrde. 


267. 


Ich werde mich nicht viel uͤber die Anwendung, der 
in den vorhergehenden Artikeln, enthaltenen Reſultate, 
aus⸗ 
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ausbreiten / weil dieſe Anwendung feine Schwierigkeit 
hat, wenn man den Mechanismus der Differentialrech⸗ 
nung gut inne hat. ö 

j Es ſey zuerſt die durch die Gleichung )* = Ar’, ger 
gebene Parabel. Man wird haben 


dy‘ 4 a,. ya 

nn — — 1 a m; 
dx 2y dx!) 47 
dq A dy- Ar: 


dx 8 7 2 er a h 
Setzt man dieſe Werthe in den Formuln 20% Nr. 261 ‚fo 
wird man finden 


y” 72 2 2 2 di 
er A ae a: 
47 aA” 
( A) 
2A? 
Z (ya) a" 
y-ı= — —d * ER U 1 
15 N N 
22 Ar ER 
a 
S- 2x — A. 


Das erſte Reſultak, welches den Werth des Kruͤmmungs 
halbmeſſer ausdruͤckt, wird für *“ = o, gleich 3A, die⸗ 
ſes lehrt uns, daß die Krümmung der Parabel bey ih⸗ 
rem Scheitel dieſelbe iſt, als die eines Kreiſes, welcher 
mit einem den halben Parameter gleichen Radius be⸗ 
ſchrieben iſt, und daß dieſer Kreis eine Beruͤhrung der 
vierten Ordnung mit der Parabel hat, weil ſein Radius 
ein Minimum iſt. Da der Radius des Beruͤhrungskreiſes 
größer wird, nach Maaßgabe, als x’ zunimmt, fo nimmt 
zu gleicher Zeit die Kruͤmmung der Parabel ab und ſtrebt 
unaufhörlich ſich zu vernichten. Nähert man den Werth 
von a denjenigen, den man in Nr. 245 für die Nor, 
N 3 male 
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male gefunden hat, fo wird man fehen daß a = an 
; 5 = 


oder daß der Kruͤmmungshalbmeſſer gleich iſt den Cubus 
der Normale durch das Quadrat des halben Parameter 
dividirt. 
Die Ausdrucke von “ — B und x! — geben 
aa ht — Aha “= 3x +3A, 
woraus man ziehet 
11 (t, und * = — — 


ſetzt man dieſe Werthe in der Gleichung 
7 = Ax', 


a 
* 


. wird mr haben 
= (4 Ala — 2, 
3 
eine Gleichung welche der Abgewickelten von der Parabel 
zugehoͤrt. Wenn man darinn 
2 = Ange Ze 
macht, oder man den Urſprung der Abſeiſſen in D,(Fig. 31) 
bringt, ſo wird man ihr dieſe ſehr einfache Geſtalt geben 
koͤnnen, 


die uns zeigt, daß die Curve welche ſie vorſtellt, eine von 
den Parabeln der dritten Ordnung iſt, die aus zwey 
Zweige DF und Df beſtehen, von welchen der erſte durch 
ſeine Entwickelung den Zweig Ax, der gemeinen Parabel 
XAx, und der zweyte den Zweig Ax hervorbringt. 

Wir wollen noch den Ausdruck des Kruͤmmungshalb⸗ 
meſſer von den Curven der zweyten Ordnung die in der 
Gleichung 


r = 
y= 


! 
* 
5 
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5 Ax! + Bx“, 
begriffen find, ſuchen, wir werden haben 


RE HB. Art 2E 
dx’ y' 3 1 7 e 

dy / 
d’y! Ayl—(Ax'I-B dr 


— 2 A“, —- (Ax N-B)* 
dx“ 7 * 7 = 
Wenn man dieſe Werthe in den von 4 &r. at) ſubſti⸗ 
tuirt, ſo werden 12 finden 

y’* in (Ax + 50 

N — (Ax ＋ B)* 5 * 
oder wenn man ſtatt y’ ihren Werth ſetzt, 
[CA + DAN ＋ (A ＋ HaBX“ + B= 

B? 5 


—— 
— 


4 


a m — 


268. ; 

Man muß bemerken, daß für die Beſchreibung der 
Parabel XAx, durch die Entwickelung der Curve FDE 
der, um einen oder den andern der Zweige DF und Df 
gewickelte Faden, bey den Punet D, in die Verlängerung 
der Tangente BD, eine den Kruͤmmungshalbmeſſer bey den 
Panct A, gleiche Länge AD haben muß, d. h. gleich der Hälfte 
des Parameters der vorgelegten Parabel. Jeder andre 
Punct (ſo wie ) auf diefengaden genommen, wuͤrde eine 
unterſchiedene Curve hervorbringen. Wenn der Punkt F 
auf den Punct D fiele, fo wuͤrde alsdenn der Krum⸗ 
mungshalbmeſſer der beſchriebenen Curve, bey ihrem Ur⸗ 
ſprung Null ſeyn und folglich würde fie bey dieſem Punct 
eine unendliche Krümmung haben. Man ſieht auch daß 
die Länge des Bogens DR gleich der Differenz iſt, welche 
ſich zwiſchen den correſpondirenden Kruͤmmungshalbmeſſer 

Re. ME 
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Mp und den Kruͤmmungshalbmeſſer Ab, welcher zu dem 
Urſprunge gehoͤret, befinden. 

Dieſe Bemerkung iſt allgemein, und welches auch die 
Developirte ſeyn mag, fo wird ein beliebiger Bogen 
der Abgewickelten der Differenz der beyden Kruͤm⸗ 
mungshalbmeſſer die durch ihre aͤußerſten Enden geführt 
find, gleich ſeyn. Es folgt daraus daß, weil man immer 


| zu dem Ausdſuck des Kruͤmmungshalbmeſſers der alge⸗ 


braiſchen Curven, gelangen kann, ſo ſind die Abgewickelten 
dieſer Curden alle zu rectiſiciren, oder was einerley iſt, 
daß die Laͤnge ihrer Bogen durch eine algebraiſche For— 
mel angegeben werden kann. b 


269. 


Wenn wir vorausſetzen, daß die Curve (V), welche 
die vorgegebene in den Punct M berühren ſoll, ſtatt ein 
Kreis zu ſeyn wie in Nr. 250, eine Ellipſe iſt, deren Axen 
4 und b unbeſtimmt, aber parallel mit der der Coordina— 
ten find, und daß „ und s die Coordinaten ihres Mittel- 
puners bezeichnen, ſo wird ihre Gleichung ſeyn, 

a (* — 4) + b’(y— 8) = a’b”. 

Indem man x in x’ und y in verwandelt, um auszu⸗ 
druͤcken, daß fie durch den Punct M geben muß, fo wird 
man haben 5 
5 a (x“ — % + b’(y — g) = ab; 
dieſe Gleichung wird noch drey der. beftändigen willkuͤhr— 
lichen Größen unbeſtimmt laſſen, mit welchen man wird 
disponiren koͤnnen, um eine gleiche Anzahl Glieder in der 
Reihe 
Kk — KS (pP) b (- Oh (-h! (S- h! 
verſchwinden zu laſſen, indem man die Gleichungen 

p PS, 4 = o und er No 

ſetzt. 
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ſetzt. Die Berührungs⸗Ellipſe durch dieſe Beſtimmun⸗ 
gen beſtimmt, wird eine Berührung von der dritten Ord— 
nung mit der vorgelegten Curve haben, und es iſt evi⸗ 
dent, daß fie zwiſchen dieſer Eurve und ihren Beruͤhrungs⸗ 
kreis gehen wird. g 

Ueberhaupt ſey die Gleichung () welche fie wolle fo 
wird man, indem man darinnen x in *, und y in y’ 
verwandelt, diejenige Relation erhalten, welche unter ih⸗ 
ren beftändigen Großen ſtatt haben muß, damit die Cur⸗ 
ven, welche ſie vorſtellet, durch die auf der vorgegebenen 
Cucve genommenen Punct gehen, und wenn ſie eine Zahl 
n von willkuͤhrlichen beftändigen Größen enthält, fo wer⸗ 
den m — ı übrig. bleiben, womit man einer ähnlichen 


Anzahl von Berührungsbedingungen wird genugthun koͤn⸗ 
nen. Weil man aber hat: 


dy’ 1 dy! 1 y 
. 88 ME vun — 5, 
PT ge: 2 dx’ 1.2:3 dx‘ 
dy 1 dy 1 d 
P =, 222 ͤů!!Ac%— N 
dx ar 2 dx? 1 3 Der 


fo wird man dieſe Bedingungen folgendergeſtalt vorſtel⸗ 
len konnen 5 N 
dy’ dy dy / d a d 1 d’ 
dr, dr Frohe 4 f. 5 
indem man beobachtet, in der Entwickelung der zweyten 
Glieder dieſer Gleichungen, welche aus den Differentia- 
tionen der Gleichung (Y) abgeleitet find, x in x’, und 5 
in y“ zu verändern. Die Beruͤhrungscurve, welche aus 
der Beſtimmung aller beſtändigen Groͤßen entſtehen wird, 
wird mit der vorgegebenen eine Beruͤhrung der Ordnung 
n— 1, und alle andern, welche in der allgemeinen Gleis 
chung begriffen find, woraus fie gezogen iſt, konnen da⸗ 
von nur niedere Ordnungen haben; dieſerhalb unterſcheide 
ich 
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ich den erſten unter den Rahmen der Berührung. 
Nach dieſen Erklärungen iſt die Tangente eine Beruͤh⸗ 
rungslinie, und ihre Beruͤhrung iſt eine Beruͤhrung der 
erſten Ordnung; die Berührung des Beruͤhrungskreiſes iſt 
eine Berührung der zweyten Ordnung; endlich hat die 
Beruͤhrungscurve deren allgemeine Gleichung n willführs 
liche beſtaͤndige Größen enthält, eine Berührung von der 
Ordnung n — 1. 


270. 
Von den tranſcendenten Curven. 


Wir haben bis jetzt bloß die algebraiſchen Curven 
betrachtet, wir werden nun aber einige der merkwuͤrdig— 
ſten tranfcendenten Curven kennen lernen. Wir werden 

uns zuvoͤrderſt mit der logarithmiſchen, oder derje⸗ 

nigen Curve beſchaͤftigen, in welcher die Ordinaten die 

Logarithmen der Abſelſſen find. f 

Man hat in dieſer Curve y’ = I, und macht man 
K 1, fo bekommt man y’ = o, woraus man ſiehet, 
daß ſie die Axe AB im Puncte E begegnet (Fig. 32) wo 
die Abſeiſſe AE gleich der Einheit iſt. Der Zweig EX, wel⸗ 
cher den poſitiven Abſciſſen, welche größer als die Ein⸗ 
heit ſind, entſpricht, iſt unendlich, weil die Logarithmen 
dieſer Abſeiſſen ſtets wachſen. In dem Theil AE wo die 

Abſeiſſen Bruͤche find, find die Ordinaten negativ und 

nehmen in dem Maaſſe zu, wie die Brüche abnehmen, der⸗ 

geſtalt, daß der Zweig Ex den negativen Theil Ac der 

Ordinatenaxe zur Aſymptote hat: endlich erſtreckt ſich 

die logarithmiſche Curve nicht auf der Seite der negati⸗ 

ven Abſciſſen, weil ihre Logarithmen imaginair ſind 

(Nr. 183). 

s Dif⸗ 
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Differentiirt man die Gleichung “ 1x‘, fo 


dy' M 0 2 
befomt man J = — (Nr. 20); man ſiieht hieraus, 


daß die Tangente dieſer Curve für‘ *“ = e auf die 
Abſeiſſenlinie ſenkrecht iſt, und daß dieſelbe ihr nicht eher 
parallel iſt, ais wenn man vorausſetzt, daß u“ unendlich 
ſey (Nr. 248). Der allgemeine Ausdruck der Subtangente 
% 1 
(Nr. 240) giebt PT = —; aber indem man y’ weg⸗ 
ſchafte, ſo fuͤhrt man den Logarithmen von x’ ‚ein, daher 
dieſer Ausdruck tranicendent iſt; nimmt man indeſſen die 
Subtangente OD auf die Axe A0, fo wird man das Re⸗ 
dy / 


ſultat OD = x’ 45 = M bekommen, welches ſehr merk 


wuͤrdig ift, weil es uns belehrt, daß die Subtangente 
Ob, für alle Puncte der Curve beſtaͤndig und gleich dem 
Model iſt. Desgleichen wird man finden, daß die Tan⸗ 
gente, die Subnormale und Normale, in Beziehung auf 
die Axe AB genommen, transcendent find, weil die Dr: 
dinate 5“ mit in ihren Ausdruck kommt, daß ſie aber al⸗ 
gebraiſch werden, wenn man fie in Anſehung der Ake AC a 
betrachtet. 


Ich gehe zur Unterſuchung des Beimmungspatsmee 
über, man hat i 


ie ee E 
l - ET 2 dx? Fe on) * 
hieraus (Nr. 261) 
2 

5 . M9) 

Mx“ N 
8 , ö Se: 

ze — U — — Gr N) 


x’ “ 
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Ich werde mich nicht dabey aufhalten die abgewickelte Cur⸗ 
ve zu betrachten, welche nothwendig tranſcenden ſeyn 
wuͤrde: ich merke bloß an, daß man die Differentialglei⸗ 
chung dieſer Curve erhalten kann, wenn man vermittelſt 
der Werthe von y“ 6, und x— und ihrer Differen⸗ 
tialien % dx“ und dy aus der Gleichung 
dx’ 
eliminirt. 5 
Die Logarithmen differiren unter ſich nach Verhaͤlt⸗ 
niß des Models in Beziehung des Syſtem der Logarith— 
men, welches fie vorſtellen. Die Gleichung “ = Ax giebt, 
indem man die Neperſchen Logarithmen nimmt, 
IX M/ A, 
woraus - 
# Ext 
7, F. 
ein Reſultat deſſen zweytes Glied nichts anders ift, als der 
Logarithme von , für einen Model gleich 2 berechnet. 
Dieſe Gleichung gehoͤrt alſo zu einer logarithmiſchen Curve. 
271. 5 
Die Cycloide, welche wie bekannt die Curve iſt, die 
durch einen auf dem Umfange eines Kreiſes genommenen 
Punct beſchrieben wird, waͤhrend dieſer Kreis auf einer 
der Lage nach gegebenen graden Linie rollt, iſt noch eine 
tranſcendente Curve; die Relation unter ihren Ordinaten 
und ihren Abſeiſſen hängt von den Bogen des beſchrei⸗ 
benden Kreiſes ab; man kann fie fo ausdrucken. 
Da der Urfprung der Bewegung des Kreiſes will 
kuͤhrlich iſt, fo nehme ich denſelben im Puncte A (Fig. 33) 
j an, 
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an, wo der beſchreibende Punct M ſich auf der gras 
den Linie AB befand, welche von dem beſchreibenden 
Kreiſe durchlaufen iſt. Weil dieſer Kreis indem er fort⸗ 
rollt mit allen Punkten feines Umfangs ſuecceſſive die gra⸗ 
de Linie beruͤhrt, ſo iſt einleuchtend, daß, ſobald er in ir⸗ 
gend eine Lage QMG gekommen iſt, die Entfernung A0 
gleich dem Bogen N iſt, welcher zwiſchen dem Punct 
den die grade Linie in A beruͤhrte, und dem Punct 
Q, der fie in der gegenwärtigen Lage berührt, begriffen 
iſt. Stellen wir dieſen Bogen durch t vor, und errichten 
auf AB durch den Punct Q, die Perpendiculare QO, wel⸗ 
che durch den Mittelpunct des beſchreibenden Kreiſes gehen _ 
wird, und ziehe MN || AB fo wird MN der Sinus von MQ 
und NQ wird der Sinusverſus davon ſeyn. Wenn 
wir durch r den Radius QO bezeichnen, fo werden wir, 
indem wir die Tafel Sinus und Coſinus nehmen; 


15 t 
MN D r ſin—, N er x coſ 
r 1 


bekommen; aber N 
Af? D x = MN und PM = y = N, 
alſo 


88 t 
* 6 in . 00 


17 ref — 2 


Um die Relation zwiſchen x’ und 5 zu erhalten, müßte 
man t aus dieſen zwey Gleichungen eliminiren, welches 
doch nur zu einer Relation zwiſchen einem Bogen und 
ſeinem Sinus, alſo zu einem tranſcendenten Reſultate 
führen wurde; allein man kann wie wir ſogleich ſehen 
werden, zu einer Differentialgleichung, zwiſchen den Coor⸗ 
dinaten x’ und y‘, gelangen. Nachdem die Gleichung (1) 

f f 5 und 
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und (2) differentiirt find, fo geben fie 


t * 
du“ = dt — dt anf 34 dy“ = dt fin 3 


man zieht hieraus 


Axt I— coſ 
4 
85 in 
„ 2 
und ſetzt man Ben 
JE de er 
＋ 


ſeinen Werth , aus der N 05 genommen, ſo 


5 bekommt man 


geben wird; aber man leitet zugleich aus der Gleichung 
(2) ab, 
eof — . 
＋ 


wenn man dieſe Ausdruͤcke in der Gleichung 
fin? ＋ of? = 1. 


ſubſtituirt, fo wird man finden 


7 * dy“ (r 25 7¹9* 
b 


Dieſes iſt die Differentialgleichung der u nimmt 
man den Werth des Differentialcoefficienten & 3 ſo be⸗ 
kommt 
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kommt man 
dx“ 5 
W 
Vary! — y 
272 


Nichts iſt jetzt leichter als die Ausdrücke der Subtan⸗ 
gente und der Tangente, der Subnormale und der Nor⸗ 
male, in der Cycloide zu erhalten. Man findet vermit⸗ 
telſt der allgemeinen Formeln aus Nr. 240, 244 und 245, 


1 er 
ar 
Vary — yı? Vary! - 


PR = Var = , MR Vary. 

Man kann dieſe Werthe auf eine ſehr einfache Art eon⸗ 
ſtruiren; denn man wird leicht hemerken koͤnnen, daß da 
MP oder 5“ als die Abſeiſſe O in dem beſchreibenden 
Kreis QMG betrachtet iſt, fo wird der oben angegebene 
Werth für PR gerade derjenige der Oedinate MN dieſes 
Kreiſes ſeyn, und daß folglich die Normale mit der Seh⸗ 
ne des Bogens MQ zuſammenfaͤllt, wie man es auch durch 
den Ausdruck von MR ſehen kann; es folgt hieraus, daß 
die Tangente MT die Verlangerung der Sehne MG ſeyn 
wird. Wenn man ſich einbildet, daß der Kreis QMG 
auf dem Punct Q bis in irgend eine Lage amg, ſich fort⸗ 
bewegt, fo werden die Linien mg und mg, ohngeachtet 
dieſer Veraͤnderung den Linien MQ und M parallel 
bleiben; es wird alſo hinreichend ſeyn, um die Tangente 
und die Normale in einem gegebenen Punct M zu con⸗ 
ſtruiren, dieſen Punet auf den figem Kreis amg zu bes 
ziehen, welches geſchieht, indem man die grad Linie 

Mm 


| ; N 
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Mm parallel mit AB, und alsdenn MT parallel mit mg, 
und M parallel mit mg zieht. 


um den Kruͤmmungshalbmeſſer und, die Gleichung 

der Abgewickelten zu beſtimmen, muß man zur Gleichung 

dx’ 2 * 

ay! Vary 
ihre Differentialgleichung hinzufuͤgen, und bemerke, daß 
man einfacher zu dem Reſultat gelangen wird, wenn man 
x“ als eine Function von 5“ anſieht, d. h. wenn man 
dy“ beftändig macht. Es iſt leicht einzuſehen, daß man 
in dieſer Hypotheſe x’ in 5/ und umgekehrt in den For⸗ 
meln von Nr. 261 verwandeln muß. Ich werde indeſſen 
dieſen Weg nicht einſchlagen, weil ich zeigen will, wie 
man alle Affectionen der Eurde beſtimmen kann, wenn 
man ſich unmittelbar der gegebenen 3 zwiſchen 
x’ und t, 5H under ‚bedient, 


\ > 273. 


Wenn man fortfahren wollte, in den Formeln von 
Nr. 261, dx“ als eine beſtaͤndige Größe anzuſehen, fo 
mußte man alsdenn 5“ und t, zu gleicher Zeit als verän- 
derlich vorausſetzen, weil dieſe beyden letztern Groͤßen im⸗ 
plieite Functionen der erſtern find, allein es wird beque 
mer ſeyn *“ und % als implicite Funct onen von t zu bes 
trachten, oder welches das nem che iſt, dt ais eine bes 
ſtaͤndige Größe zu ſupponiren, und auf einmal dx“ und 
dy“ (Nr. 68) varuren zu laſſen, indem man acht hat, ſtatt 


N 8 a dye 
des Differentialcoefficienten . ſeinen Ausdruck in die⸗ 


55 Hypotheſe (Rr. 30) zu ſezen, und man wird haben: 


2 = 


e 


Ns.) 
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(d x + N 8 
dx’ d’y' 54 dy“ d’x' 
dx! (dx + dy“) 
Sul — K ͤ Kn 
Y 8 = dx‘ d’yı 2 dy dx! 
. dye) 


dx dy, — dytd’x‘) 
Dieſes feſtgeſetzt, werden die. e (1) und (2) 
geben 


t dt“ t 
dx“ = dt — dt cos = dx * fin —, 


x 
tt 7 7 de? t 
dy“ = dt {in 2 d 7 == £ wi 
woraus man zieht 


* are dy“ = adı? G — et)» 


dx“ dy!“ — dy! dx u — (1 — coſ 3} 
Setzt man dieſe Werthe in die a von a, von y— 4 
und von x! — 4 und beobachtet daß 


t 
ei 
1 1 


ſo wird man finden 


21 ( N . 


g r N . er 
r en ( r I we 7 


a t - - t 
X. -- ar ſin * folgt tr ſin 
5 r 


Das erſte dieſer Reſultate zeigt uns, daß der Kruͤmmungs⸗ 
halbmeſſer MM’ das Doppelte der Normale MQ ift, und 
daß er folglich nicht größer werden kann als das Zwie⸗ 
fache von dem een des ee Kreiſes, 
II. Theil. O ein 
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ein Durchmeſſer, welcher zugleich Ordinate und die Ror⸗ 
male der Cycloide im Puncte Lift, wo die Berührung Q 
die Hälfte des umfang durchlaufen hat, es würde leicht 
eyn hieraus zu ſchließen, wie 8 beyden ER Reſul⸗ 
tate es geben, daß 
EM“ = 83 u y‘ 

und daß 

EP == xI — 2 2 2 = Ar ſin — 
Wir werden aus dem Vorhergehenden dieſe merkwuͤrdige 
Folgerung ziehen, daß die abgewickelte der Cycloide eine 
andere der erſten gleichen Cyeloide, aber in einer umge⸗ 
kehrten Lage if, In der That, wenn man A/B‘ parallel 
mit AB, bis zu einer Entkernung 1 gleich dem Durch: 
meſſer des beſchreibenden Kreiſes fortfuͤhrt, und man den 
Punct A“ zum Uefprung der Coordinaten nimmt 

Al = , EI = X und PM = * 

macht, ſo wird man bekommen ’ 


t 
EI = Al — AE 2 — = — t x ſin —. 
* 


P/M= EP - EM/ = ar — 83 2 — A 1 coſ a 
Aber indem man betrachtet, daß 
— 

in ei . 
und daß 

ee got er 

1 

wird, ſo wird man daraus ſchließen, daß 


X( -S- rſin —) und 1 — =). 


Da dieſe e mit dem Bogen t, dae mene 
find, 
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find, wie die von x’ und von „ es mit dem Bogen t, 
find, fo find X und Y alfo nichts anders, als die Coordi⸗ 
naten einer Cycloide, welche durch denſelben befchreiben- 
den Kreis als die erſte, beſchrieben iſt. 

Dieſelbe Folgerung würde ſich ebenfalls durch geome— 
triſche Betrachtungen ziehen laſſen, wenn man zu der 
Kenntniß des Krümmungshalbmeſſers gelangt iſt. In⸗ 
dem man die grade Linie GQ verlängert, bis ſi e A’B in 
begegnet, und Q’/M’ zieht, fo wird man die Dreyecke 
GM, und QM’Q’ formiren, welche unter einander gleich 
find; der Winkel QA Q-, wird alſo ein rechter ſeyn, und 
wenn man auf QQ’ als Durchmeſſer einen Kreis be⸗ 
ſchreibt, fo wird er durch den Punct “ gehen und dem 
beſchreibenden Kreiſe gleich ſeyn. Dieſes feſigeſetzt wird 
man, weil der Bogen MO das Complement von M. 
ife, welcher ſelbſt gleich MQ iſt, bekommen: 

MOH MG = MS AI - AG =Ql= N, 
welches ganz deutlich zeigt, daß die Abgewickelte A/ M/ A, 
eine Cycloide iſt, welche durch den Kreis Q! MQ, indem 
er auf A/B! von A’ nach B“ rollt, beſchrieben wird. 

Man wird ohne Zweifel bemerken, daß nach dem 
Vorhergehenden die Cycloide rectificicbar iſt, weil fie 
ſelbſt ihre Abgewickelte iſt, und daß der Ausdruck ihres 
Kruͤmmungshalbmeſſers algebraiſch iſt, und man wird 
hieraus, dieſes wiſſenswuͤrdige Reſultat ableiten konnen, 
daß die Länge des Bogeas KA, oder von dem ihm glei⸗ 
chen Ak, welcher die Hälfte des durch eine gänzliche Um⸗ 
waͤlzung des beſchreibenden Kreiſes, beſchriebenen Zweige 
ausmacht, ganz genau dieſelbe iſt, als die von AIK 
oder von dem zwiefachen Durchmeſſer dieſes Kreiſes. 


O 2 274. 
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Die Cycloide iſt nicht behm Puncte L beendigt, wo 
der Kreis auf der graden Linie AL feine ganze Periphe⸗ 
rie durchlaufen hat, den nichts begrenzt die Dauer diefer 
Bewegung. Man muß wohl in der Beſchreibung der 
Curven bemerken, daß die verſchiedenen aus einer und 
derſelben Conſtruction oder derſelben Bewegung reſulti⸗ 
renden verſchiedenen Theile, alle zu derſelben Curve ge⸗ 
hören, Alſo beſchreibt der Kreis QMG, indem er fort⸗ 
fährt auf der graden Linie AB über dem Punct L hinaus 
zu rollen, eine unendliche Reihe der AK L ähnliche 
Theile und man muß eben ſoviel davon zur Linken des 
Puncts A annehmen, weil der Kreis nur durch eine 
ſeit einer unbegraͤnzten Zeit angefangenen Bewegung zu 
dieſem Punete gelangen konnte. Die Gleichungen (1) 
und (2) führen ſelbſt zu dieſen Bemerkungen, denn nichts 
verhindert darinnen t ſo großt, als man will anzuneh⸗ 
men, es ſey poſitiv oder negativ. Man ſieht uͤberdem, 
daß y nie groͤßer ſeyn kann als ar, weil ihr Ausdruck nur 


t € 
den Coſinus von — enthält, welcher nothwendig zwiſchen 


den Grenzen o und 1 begriffen if. Es folgt hieraus 
daß die Cyeloide in der ganzen Ausdehnung gedacht, 
welche fie haben ſoll, durch eine und dieſelbe grade 
Linie in einer unendlichen Menge von Puncten durchſchnit⸗ 
ten werden kann. Es iſt alſo nicht zu bewundern, daß 
man für fie keine endliche algebraiſche Gleichung hat, die, 
ſie ſey von welchem Grade fie wolle, doch nie dieſen Um: 
ſtand ausdrucken würde. 
Deer Differentialcoefficient der zweyten Ordnung in 
Beziehung auf die Function y, hat zum Ausdruck, in⸗ 
dem 
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dem man dx’ und dy“ als veränderlich en 


dx’ d’yl — dy dex“ 
. fein Werth 


1 
——k —-—ʃ'ĩ 
1 (ı — col — 
fee 

® - 2 5 - 52 . 5 1 
in der Cyeloide, ift ſtets negativ, weil col — nie größer 
ſeyn kann als die Einheit; aber er wird unendlich, wenn 
der Bogen = = Null ift, oder irgend einen Vielfachen 
des Umfangs: in denſelben Fällen iſt 


auch unendlich: die Puncte A, L. u. ſ. w. wo ſich die ver⸗ 
ſchiedenen Zweige der Cycloide berühren, ſind alſo Ruͤck⸗ 
kehrpuncte der erſten Art, in welchen die Tangente fent: 
recht auf die Abſciſſenape iſt. 


1: A 

Die Spiralen machen noch eine Ordnung von trans 
cendenten Curven aus, welche ſowohl durch ihre Form 
als durch ihre Eigenſchaften merkwuͤrdig ſind. Man ſehe 
hier, wie ſich diejenige, welche Conon von Syracus er⸗ 
dachte, erzeugt, und von welcher Archimedes die vor⸗ 
nehmſten Eigenſchaften entdeckte. 

Während der Halbmeſſer AO (Fig. 34) ſich um den 
Mittelpunet A des Kreiſes 008 bewegt, durchläuft ein 
beweglicher Punct welcher von dieſem Mittelpuncte ausge⸗ 

2 O 3 gangen 
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gangen iſt, die Linie AO gleichfoͤrmig und mit einer ſol⸗ 
chen Geſchwindigkeit, daß er in dem Puncte O, zu der⸗ 
ſelben Zeit ankommt, da dieſe grade Linie ihre Umwaͤl— 
zung beendigt hat. Es folgt daraus, daß für irgend ei⸗ 
nen Punct M der Spirallinie AMOX, das Verhaͤltniß von 


AM zu AN oder AO, daſſelbe iſt, als dasjenige des Bo⸗ 


gens ON, zum Kreisumfang 000; da aber nichts ſich dem 
widerſetzt, daß der beſchreibende Punct ſeine Bewe⸗ 
gung über den Punct O, auf den verlängerten Halbmefs 
ſer fortſetzt, und daß dieſer Halbmeſſer ſelbſt eine unbe⸗ 
grenzte Anzahl von Umwaͤlzungen machen kann, fo wird 
dle Curve AMO ſich verlängern indem fie ſich beſtaͤndig um 
den Punct A dreht, dergeſtalt, daß das Verhaͤltniß zwi⸗ 
ſchen der Entfernung von jedem ihrer Puncte zum Puncte 
A und den Halbmeſſer des Kreiſes, demjenigen gleich ſey, 
welches ſich zwiſchen dem durch den Punct O durchlaufe⸗ 
nen Bogen, ſeit dem Anfange der Bewegung und dem 
ganzen Kreisumfang befindet: in NM“ z. B., wo der Halb⸗ 
meſſer AN eine Revolution plus dem Bogen ON gemacht 
hat, wird man haben 
AM OO -- ON 
R LOGON 
Wenn man alſo ON = t, AM = u macht, und daß, ins 
dem man den Halbmeſſer AN zur Einheit nimmt, man 
durch zr den Kreisumfang 080 vorſtellt, fo wird man 


t 
u= — haben. 
2 


Die veraͤnderlichen Groͤßen dieſer Gleichung, ſind das 
was die Geometer Polar Coordinaten nennen. Der Mit⸗ 
telpunct von A des Kreiſes 080 heiſſe der Pol; die Linie 
Au, welche gezwungen iſt immer durch dieſen Punct zu ge⸗ 
hen, iſt der Radius vector und vertritt die Stelle der 
. Dr: 


| 


t 
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Ordinate der Curve, waͤhrend der Bogen ON die Abſ⸗ 
eiſſe vertritt. 

Die Spirallinie, welche wir eben 0 haben, 
und welche den Nahmen der Spirallinie des Archi⸗ 
medes führt, iſt nur ein beſonderer Fall der Curven, 
welche die Steeg 

u A tu 
vorſtellen würde, indem man unter n alle mogliche Wer⸗ 


the de Wenn man n = 1 macht, ſo hat man 
u At- oder ut D A, 


eine Gleichung welche zur hyperboliſchen Spirallinie ge⸗ 


hoͤrt. Wenn ſtatt der Entfernung AM, man fuͤr u, den 
Theil MN des Radiusvector nähme, welcher zwiſchen 
den Punct M und dem Umfang des Kreiſes 080 begrif⸗ 
fen iſt, ſo wird die Gleichung 

At 
die der paraboliſchen Spirale ſeyn, oder der Curve, welche 
man machen wuͤrde, indem man die Axe einer Parabel 
um einen Kreis rollte; die Ordinaten werden alsdann 
ſenkrecht auf dem Umfang dieſes Kreiſes ſeyn und auf 
deſſen Halbmeſſer fallen. 

So lange n eine pofitive Zahl iſt, nehmen die durch 

die Gleichung 

ur Ata j 
gegebenen Spiralen ihren urſprung im Punct 43 aber 


wenn en negativ iſt, fo verminpert ſich u, welches zuerſt 


fuͤr t o unendlich iſt, nach dem Maaße wie dieſer 

Bogen zunimmt, und bey jeder neuen Umwaͤlzung naͤhert 

ſich der beſchreibende Punct, dem Puncte A, ohne ihm 
jemahls erreichen zu koͤnnen. 

Um auf den Spiralen, welche auf Polar⸗Coordinaten 

bezogen find, die Ausdrucke der Subtangenten der Tanz 

N O 4 gen⸗ 
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genten u. ſ. w. welche wir in Beziehung der rechtwinkligen 
Coordinaten gefunden haben, anwenden zu koͤnnea, ‘fo 
wollen wir ſogleich die Coordinaten des erſten Syſtems in 
die des aten verwandeln, und wir werden zeigen, wie 
man von einem zum andern uͤbergehen kann. Dieſes wird 
um deſto nuͤtzlicher ſeyÿn, da man zuweilen die algebrai⸗ 
ſchen Curven auf Polar » Coordinaten bezieht, man thut 
dies vorzuͤglich iu Abſicht der Kegelſchnitte, indem man 
ihren Brennpunct zum Pol nimmt. 


276. 


Wir wollen mehrerer Einfachheit halber den Urſprung 
der rechtwinkligen Coordinaten beym Puncte A anneh⸗ 
men; es ſey 0 Sm, der zwiſchen dem Puncte Qbefind⸗ 
liche Bogen, der auf die Abſeiſſenaxe AB und dem Puncte 
O, Urfprung des Bogens t, liegt. Indem man PM ſenk⸗ 
recht auf AB ſetzt, und beobachtet, daß der Winkel MAP 
durch den Bogen NQ, welcher t m . gemeſſen 
wird, ſo werden wir bekommen: 


AM? = AP? + PM’, AP = AM cof NQ, 
PM = AM fin NQ, oder u= VN ys, 
* u. coſ (t — m, = u. ſin (t — m). 


Vermittelſt der beyden letztern Werthe kann man jede al— 
gebraiſche Gleichung zwiſchen x und y in eine andere vers 
wandeln, welche nichts weiter als den Sinus, den Coſi⸗ 
nus des Bogens t und den Radius vector u enthalten 
wird; ſie geben auch: 
coſ (t — m) = 2, in (t — m) Z: 
u u 

Man kann aus diefen Gleichungen Werthe vom colt, 
und von ſint in x, y, u, 7 m und cof m, ziehen, welche, 


nach⸗ 
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nachdem ſie in irgend eine Gleichung zwiſchen u, {int und 
colt ſubſtituirt ſind, zu ein Reſultat fuͤhren werden, wel⸗ 
ches bloß noch x und y enthalten wird, weil man 


u durch Ve wird erſetzen konnen. Wenn man 
zur Abkuͤrzung vorausſetzt, daß die Linie AB mit der Linie 
AO zuſammenfällt, fo wird man bloß bekommen 
eo t . int = 7. | 

Wenn die Gleichung in u und t, welche man ſich vor: 
nimmt zu transformiren, den Bogen ſelbſt enthält, fo 
iſt es nicht mehr möglich eine algebraiſchr Relation, zwi 
ſchen x und y, weil man keinen ähnlichen zwiſchen den 
Bogen 5 feinen Sinus und feinen Coſinus hat; aber man 
kommt wie wir ſehen werden, zu einer Differentialgleis 
chung, welche nichts weiter als x, y, dx und ay enthält, 


Man ziehet aus den oben gefundenen Werthen, 
für u, x und y, 


a enge \ 

dx = du.cof(t — m) -- u.dt.fin(t — m) 

dy = du.fin (t — m) E u. dt. coſ (t — m) 
und wenn man du und die zwey letzten Gleichungen, eli— 
minirt, ſo wird kommen 

dt . ee my dr. lng — m), 

U u 
wenn man fuͤr 
cofct — m), ſin(t — m) und a 

ihre Werthe fest, ſo hat man 
xdy — er 
r 
Man kann alſo aus der Gleichung in u und t, und aus 
ihrem Differentiale die Größen u, coft, fint, du und dt 


O 5 weg⸗ 


dt 
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wegbringen; und da die beyden Kefultate, welche man 
erhalten wird, nur noch t enthalten werden, ſo wird man 
dieſes durch die Eliminirung verſchwinden laſſen. 
Nehmen wir z. B. die Gleichung 
u At, 
welches giebt i 


1 I 1 


x 
a . du = . dt; 


— — I 
un = Ant, 2 1 
n 
da die Ausdrucke von u, von du und von dt, unabhangig 
von m find, fo wird, indem man fie ſubſtituirt und auf 
gleichen Nenner bringt, folgendes kommen: 
1 1 7 


= (x? ＋ 5 (dx + ydy) D An (xdy — yd). 


Mit dieſer Gleichung wird man die Subtangenten, die 
Tangenten u. ſ. w. der Spiralen beſtimmen, indem man 
von den Formeln aus Nr. 246 Gebrauch macht, allein es 
wird einfacher und zugleicherzeit allgemeiner ſeyn, dieſe 
Formeln in Beziehung auf die veraͤnderlichen Größen u 
und t, zu transformiren, und dies iſt es was wir vorneh⸗ 


men wollen. 1 


; 277. 
Der Ausdruck der Subtangente wird, indem man 


N d 0 
fuͤr y und = ihre Werthe fest 
du cof. (. m) — udt fin (tm) 
JS —5r2 . 
du ſin. (t m) + udt cof(t—m) 
Man wird dieſes Reſultat viel einfacher machen, wenn 
man beobachtet, daß die Lage der Abſciſſenlinie auf wel⸗ 
che die Entfernung PT fällt, willkuͤhrlich iſt, und daß 
man folglich immer m fo nehmen kann, daß der Bogen 
: . N 


PT Sg uſin(t — m 
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ON von 9e ſey, in welchem Fall, die Ordinate Ola 
mit dem Radiusvector AM zuſammenfaͤllt, 

coſ (t — m) S 2, ſin (t — m) = I; 
und PT verwandelt ſich in a 


Man cdeied die Tangente verzeichnen, wenn man durch den 
Punct A eine Senkrechte auf den Radiusvector AM zieht, 
und auf dieſe grade Linie den Werth von AT trägt, der 
durch die obenangefuͤhrte Formel gegeben iſt. 


Wenn man dieſe Formel auf die Gleichung 
um At, 
anwendet, fo wird man finden 
n? A 
AT 2 rr. 
nA tu- n tur 


In der Spirale des Conon hat man 
n=1 und el; 

2 ; ' 2 
es geht daraus hervor 
. 

g 2 \ 

Man ſieht durch dieſen Ausdruck daß wenn t as, oder 
daß nach einer Umwaͤlzung des beſchreibenden Halbmeſſers, 
die Subtangente der rectifieirten Peripherie gleich iſt, ifo. 
wird man eine vierfache Subtangente am Ende) der bey: 
den Umwaͤlzungen finden u. ſ. w. wie Archimedes es 
bemerkt hat. Wenn n = — H iſt, welches der Fall der 
hyperboliſchen Spirale iſt, fo wird man AT’ = A ha 
ben, d. h. daß die ee dieſer Curve beſtaͤn⸗ 
dig iſt. 


U 


. 
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Ich halte mich nicht bey der Unterſuchung der Nor⸗ 


male und Subnormale auf, weil man dieſelben leicht 


erhält, ſobald die Subtangente bekannt iſt. 
Ich bemerke bloß daß 
KT“ Aft i 
AM dd 5 
die Tangente des Winkels ausdruͤckt, welcher der Radius⸗ 
vector AM mit der grade T’M macht, die die Curve im 
Puncte M berührt, und daß man 
— — — u?dt*® 
TM Van? +AT’= W — 2 


hat. 2 


278. 


Wir wollen jetzt den Ausdruck des Kruͤmmungshalb⸗ 
meſſers transformiren: um at als beftändig anzunehmen, 


wollen wir zugleich dx und ay ſich verändern laſſen, und 


wir werden uns wie in Nr. 273 der Formel 


(dx? + dy-) 
a en 
< dxd’y —dyd’x 
bedienen. 
Dieſes feſt geſetzt, werden die Werthe von dx und 
dy (Nr. 276) indem man auf die Gleichung 
fin (t — m)’ + ceſ(t — m’ 1, 
Ruͤckſicht nimmt, geben: 
dx? + dy⸗ == du? + u? dt?, 
dx’ =d’ucof(t—m)— adu dt fin (t m) udt⸗ eoſ(t — m), 
dy d'u fin (tm) du dt coſ (t m) — udt? fin (t in) 
dx dy dy dex S aduꝭ dt udt dau ue dt-, 
und folglich 5 
; (du? 4 u- dt-)s 
udt du — adu?dt — u? ar” 


Die 


— 
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Dieſes Reſultat, wie man es erwarten konnte, iſt unab⸗ 
haͤngig von der Größe m, welche nur von der willkuͤheli⸗ 
chen Lage der Linie AB abhängt, und man hätte die Rech⸗ 
nungen vereinfachen koͤnnen, wenn man vorausſetzte, daß 
dieſe grade Linie mit dem Radius vector AM zuſammen⸗ 
fiele d. h. indem man in den Werthen der Differentialle 
dx, dy, dx und d’y, 
ſin (t m) 0 und cof(tt — m) = 1 
wacht, welche dadurch ſich auf 
AK = Add; dy = udt, dex = d’u — udt', 
5 : d’y = adudt, : 
reducirt befunden hätten, 


Wenn man von den Polar⸗Coordinaten Gebrauch 
macht, fo berechnet man auch die Entfernung ME, welche 
zwiſchen dem Punct M und dem Fuß der Perpendiculare 
EF, die vom Centrum des Beruͤhrungskreiſes auf die 
grade Linie AM gezogen, begriffen iſt, weil fie zuweilen 
die Conſtruction des Kruͤmmungshalbmeſſers eleganter 
macht. Man ſieht leicht daß die Dreyecke MAT’ und 

MEF hnlich ſind, und \ 

MT’:AT’:: ME:ME, 
i geben; fest man für MT’ und für AT’ bre Werthe, ſo 
wird man bekommen 
er udu Luder 
. ud’u—adu? usdt- 
Um eine Wann dung dieſer Formel zu machen, nehme ich 
die logarithmiſche Spirale deren Gleichung ni. 
Indem man differentitet findet man 
5 oder — 
u u 
woraus man ſieht, daß in allen Puncten dieſer Curve 
. > die 
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die Tangente defender Winkel mit dem Radiusvector 
macht. 
Eine zweyte Differentiation giebt 
ud u — dus = o, 
woraus man ſchließt 


i du? 
. da = = 


tu? 
ſubſtituirt man diefen Werth, fo wie den von de, in dem 
Ausdruck von ME, fo wird man bekommen: 

ME = . = u = AM, (Fig. 35) 
Es folgt daraus, daß die grade Linie Ak, ſenkrecht auf 
den Radiusvector gezogen, die Normale MF im Mittels 
punet des Beruͤhrungskreiſes, oder im correspondirenden 
Puncte der Abgewickelten EZ begegnen wird. Dieſe Abge⸗ 
wickelte wird eine der vorgegebenen ähnlichen Spirale ſeyn; 
denn da der Winbel AFM gleich T/MA ift, fo wird er 
daſſelbe für. alle Puncte der Curve FZ, fo wie für die 


der Curve MX ſeyn. 


279. 


Es iſt einleuchtend, daß die Laͤnge des Bogens einer 
Curve eine Function von feiner Abſeiſſe oder von feiner 
Ordinate iſt, und daß folglich das Differential dieſer 
Größe, ſich vermittelſt dieſer veränderlichen Größen und 
ihrer Differentialien muß ausdruͤcken laſſen. 

Wenn man den Bogen DM (Fig. 36) 2 nennt, und 
die Abſeiſſe Ab gleich x ſetzt, ſo z iſt eine Function von 
x, und es entſtehet daraus 


20h 2 /h ＋ 


DM ＋ MM“ =z nn 


3 


wenn 


N 
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wenn x ſich in 
ARP“ ＋E PP x & h, 

verwandelt / 2½% 2½, u. ſ. w. indem fie die Differen⸗ 
tialcoefficienten 75 48 u. ſ. w. vorſtellen, deren fuccefs 
ſive Ableitung, wie man weiß, fo beſchaffen ift, daß fo 
bald man die erſte kennt, auch die folgenden finden kann. 
Dieſes feſtgeſetzt, wenn man die Ordinaten PM und bx 
einander nahe genug nimmt, damit die Curve zwiſchen ih⸗ 
nen keine Beugung erleidet; zieht man die Tangente MT, 
und die Sehne MM“, fo wird man ſich ohne Mühe über: 
führen, daß der Bogen MOM+, MM’ übertrifft, und daß er 
weniger iſt, als die Summe der graden Linien MN und 
MN“. Es folgt daraus daß die Entwickelung des kleinen 
Bogens MM’, welche durch die Reihe 

2 h ZECHE 2/05 

ee 
vorgeſtellt iſt, ſich unter diejenigen der Größen MM und 
MN + M'N befinden muß; berechnen wir alſo einen je⸗ 
den von dieſen letztern. 

Das rechtwinklige A MM/Q wird geben 
MM = YMO’+ G 

da aber x 
M=h, M' = PM, PM, 
und P/M' dasjenige iſt, was y wird, ſobald x ſich in 
* + b verändert, fo wird man zur Entwickelung von 
MQ die Reihe 

ED b . 


5 108 . 
haben, welche man zur Abkürzung unter der Form 
GG’ ＋ 98 


ſetzen kann, indem man 
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macht; ſubſtituirt man dieſen Werth, fo wie den von M, 
ſo bekommt man N 

MM = UE T p h he höI T Tapy hALp-h= /s: 
machen wir auch zu mehrerer Vereinfachung 

f 2pY“ ＋ ph S d, 
ſo bekommen wir J d 
i MM! = h CCI ＋ „% + gi 
Entwickeln wir die Quadratwurzel, vermittelſt der bino⸗ 

miſchen Formel, ſo wird daraus hervorgehen. 

Mn, = (1 . 5%) h 2 (1 K C dh T.. 
MN und NQ wird man durch die Vergleichung der ähn— 
lichen Dreyecke E und MN, finden, woraus man 
ſchließt * 


TM X MO N 
MN FTF WAI T 
MPX MQ, 
r 


Nr. 246) und da 
MN =MQ— N 
fo. befommt man 2 
y% h? y’'h? 
MN = — — — 
12 . Fe 
Fuͤgt man dieſer Reihe den Werth von MN hinzu, fo 
wird das Reſultat 
— y’'h? 6%, 
h Vı ＋＋ 8 2 0 
San et Ye 
Die Entwickelung von MN + MM ſeyn. 
Es iſt leicht zu ſehen daß, wenn die Curve ihre Con⸗ 


cavitaͤt gegen die Abſeiſſenaxe kehrte, man alsdann 
f a 8 MN 
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MN = NQ - M/ 
bekommen warde; allein der Ausdruck von N/N würde 
noch daſſelbe erſte Glied wie oben haben, weil der Coeffi⸗ 
cient y“ negativ ſeyn würde, 
Naͤhern wir die verſchiedenen Entwickelungen, welche 


wir ſo eben gefunden, ſo werden wir die drey Reihen 
haben: 


N D (1 ++ say) Tight +. 
1 27h 2% h 


5 * 
Mou = + — ten, 
x y“ 2 ’ 
MN ＋ MN == (I + y'’)®h-+ 122 + u... 
. .2 - 7 * 


wovon die zwiſchenliegende eine Größe ausdruͤckt, welche 
zwiſchen den Werthen der beyden andern begriffen iſt; da 
aber dieſe letzteren daſſelbe erſte Glied 
(+ „h, 

haben, ſo ſchließt man daraus, nach dem, was in der 
Einleitung (Nr. 36) bewieſen worden, daß 

2 (1 5 Ng. 
Setzen wir ſtatt 2“ und 57 den Differentialausdruck der 
Eoefficienten, welche fie vorſtellen, ſo bekommt man 


d ys ——ů— 
— = * (+ Perl oder dz V dx⸗ 4 dy. 
Man koͤnnte durch dieſe Formel zum Differential des 


Kreisbogen gelangen, welches wir à priori (Nr. 23) erhal⸗ 
ten haben, denn da die Gleichung 


x dx 
V 
giebt, fo finder man | 
a. dx adx 


d 2 — oo 


5 V — x 


wenn 


| 


u. Theil, 
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wenn man x in u verändert, und den Radius = ı an: 
nimmt, fo wird man auf das Reſultat der citirten Nr. 
zuruͤckfallen. 
Indem man fuͤr 
W dx + dy- 

1 Werth 

du? + u' dt⸗ 8 
ie in der vorhergehenden Nr. gefunden worden, 

ſetzt, fo wird man 
dz = Vduꝰ ＋ u de? 

zum Ausdruck vom Differential des Bogens auf die Po⸗ 
lar⸗Coordinate u und et bezogen, bekommen. 


280. 


Der Flaͤcheninhalt einer Curve oder die Groͤße des 
Raums ADMP welcher zwiſchen den Axen AB und A0, den 
Bogen DM und der Ordinate PM begriffen iſt, iſt noch 
eine Function der Abſeiſſe AP, und man wird davon das 

Differential auf eine analoge Art finden, wie wir zu dem 
Differential des Bogens in der vorhergehenden Nr. ger 
kommen find. Wenn wir dieſe Function durch s vorſtel⸗ 
len, ſo wird s f 

7 Sh? ‚sth? 

= 255 Par 88 7523 ＋ u. ſ. w. 
ſobald ſich x in x Ieh verwandelt; der Ausdruck des 
Raums PMM'P’ wird alſo zur Entwickelung 


F 
haben, allein es iſt leicht zu ſehen, daß dieſer Raum groͤ⸗ 


h 1.2 1.2.3 
ßer iſt, als das eingeſchriebene Rechteck PMQP’ welches 
zum Ausdruck 


PP’ X PM = yh, 
hat, 
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hat, und kleiner als das umſchriebene Rechteck PR M/ P/ 
welches gleich 


ö „h 
r . e +» 9423 


die Reihe j 
8. h 8 gt! h® s’’th? 
— — — u. . w. 
1 1 2 1.2 a 3 er f 


ift alſo zwiſchen den Größen 

yh und 0 . + ru ſ. w. | 
begriffen, und man ſchließt daraus, daß s“ = y (Einleit. 
Nr. 36) oder = = , oder endlich ds = ydx, ein merk 
würdiges Reſultat, weil es ung lehrt: daß der Diffes 


rential-Coefficient von der Function der Abs 


ſeiſſe, welche den Flächeninhalt irgend einer 
Eurve ausdrüdt, der Ordinate dieſer Curve 
gleich iſt. 

Man ſiehet hieraus, daß, ob man gleich den endlichen 
algebraiſchen Ausdruck der Oberflache gewiſſer Curven 
nicht erhalten kann, fo gelangt man demohngeachtet zu 
der Kenntniß des Differential dieſes Ausdrucks, alſo fur 
den Kreis wird man haben f 


ydx = dx Va — x’ 


281. 


Sobald die vorgegebene Curve auf Polar- Eoordinaten 
bezogen iſt, ſo wird ihre Oberflache durch den Sector 
ADM (Fig. 37), weicher zwiſchen den Bogen DM und den 
beyden Vectoren AD und AM begrifen iſt, ausgemeſſen. 
Um davon das Differential zu finden, muß man wie 
vorher, das erſte Glied der Entwickelung von der Groͤße 


P 2 ſuchen 
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ſuchen in welcher ſich der Seetor verwandelt, ſobald der 
Bogen NO t, zu e 
N NO ＋ NN t — m 
wird, und welcher durch den Sector MAM“ vorgeſtellt iſt. 
Wenn man aber durch die Punere M und M’ die graden 
Linien MR und NM“ R“ reſpective ſenkrecht auf AM und 
AM“ zieht, ſo wird man zwey rechtwinklige Dreyecke bil: 
den, zwiſchen welchen, ſowohl feiner Größe als feiner 
Lage nach, der Sector M“ A N“, begriffen ſeyn wird. Die 
Oberfläche des erſten wird ausgedrückt durch 28, 


AM’ X M/ R 
2 


und die des zweyten durch —. Indem wir 


AM oder u als eine Function von t betrachten, fo wird 
die Entwickelung von Au“, 


ulm u“ m 
. re Sa 


ſeyn; man hat überdem: 


MR==AMtg. MAR = utg · mææu (m ＋ — .. . ) r. 166 


MIRITAM'g.MAR = (u- —r. ..) (m — — . 
ſubſtituiren wir dieſe Werthe in denen der Dreyecke MAR 
und MAR“, fo wird man für alle beyde daſſelbe ite Glied 

2 
>, haben, und man ſchließt folglich daraus, daß die Ent 

2 


wickelung von dem Ausdruck des Sectors MAM’ ebenfalls 
mit dieſem Gliede anfangen muß. Wenn man alſo durch 
8 den Sector DAM bezeichnet, fo wird man, da die Ent: 
wickelung von Man“ von der Form 
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ga ne 
t 


und endlich 


2 
as — haben. 


282. 
f - 2: * 
Eine Curve iſt nicht nur gegeben, wenn man ihre 
Gleichung hat, ſey es in Coordinaten zu zwey ſixen gra⸗ 
den Linien, reſpective parallel, oder ſey es in Polar-Coor⸗ 
dinaten; ſondern ſie iſt es auch noch, wenn man irgend 
eine Relation, zwiſchen zwey durch ihre Natur beſtimmten 
Großen hat. Die Eigenſchaft welche die logarithmiſche 
Spirallinie (Rr. 278) hat, einen beſtaͤndigen Winkel mit 
dem Radiusvector AM zu machen, koͤnnte Gelegenheit zu 
einer Gleichung zwiſchen die graden Linien AM und AT“ 
(Fig. 35) geben, und welche, wenn man die erſte u, und 
die andere v nennte, folgende ſeyn würde, u = av: man 
wird von dieſer Gleichung zu derjenigen uͤbergehen welche 
in Polar⸗Coordinaten ſtatt haben muß, indem man ſtatt 


5 1 u dt „ 
A. ſeinen Ausdruck = ſetzt. 

Desgleichen muß eine Relation zwiſchen den Kruͤm⸗ 
mungshalbmeſſer und den Bogen einer Curve, als eine 
Gleichung dieſer Curve betrachtet werden, und fie wird 
den merkwuͤrdigen Character haben, daß eine der verän- 
derlichen Groͤßen voͤllig der Curve inherirt ſeyn wuͤrde, 
denn da die Größe des Kruͤmmungshalbmeſſer gänzlich 
unabhaͤngig von der Natur und der Lage der Coordinaten 
it, fo bleibt fie ſtets dieſelbe für denſelben Punet die 
Curve mag eine Lage haben, welche ſie wolle. In 

P 3 An⸗ 
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Anſehung des Bogens, wuͤrde fen Urſprung willkuͤhr⸗ 
lich ſeyn, weil man von einem beliebigen Puncte der 
Cu ve anfangen koͤnnte ihn zu zählen. 
um ven den rechtwinkligen oder Polar- Coordinaten 
zu einer Relation zwiſchen den Bogen und dem Kruͤm⸗ 
mungshalbmeſſer uͤberzugehen, muͤſte man im erſtern Falle 
* und y aus der vorgegebenen Gleichung eliminiren, ver⸗ 
mittelſt der Gleichungen 
dz = dx + dy* und 
(dr + des da’ 
e e ee a ee 
und im zweyten Falle u und t wegſchaffen, indem man 
von der Gleichung 
dz = du? + u' dt“ 
und dem Ausdrucke von a welcher Nr. 278 gefunden wor⸗ 


den, Gebrauch macht. 


Diefelben Gleichungen werden das Mittel an der 
Hand geben 2 und a zu eliminiren, und von einer Glei⸗ 
chung zwiſchen dieſen veränderlichen Größen auf eine ans 
dere zwiſchen die rechtwinklige oder Polar-Coordinaten zu⸗ 
ruͤckzukommen; die Mittel dieſe Eliminirung zu machen 
ſind Nr. 78 gezeigt worden. 

Man muß beobachten, daß unter den Relationen, 
die eine Curve caracteriſiren koͤnnen, es welche giebt, 
die durch algebraiſche Gleichungen ausgedruckt find, und 
andere, welche es nur durch Differentialgleichungen ſind; 
dieſe letztern ſind gewiſſermaſſe unbeſtimmt, d. h. daß 
ſie zu einer unendliche Menge von Curven, welche alle 
mit einer gemeinſchaftlichen Eigenſchaft begabt ſind, ge⸗ 
hören koͤnnen, denn nach der Nr. 50 gemachten Bemers 
kung, muß die prim'tive Gleichung von welcher fie ihren 
Urfpiung haben, eine dem Exponenten ihrer Ordnung 
i gleiche 
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gleiche Anzahl von willkuͤhrlichen beſtaͤndigen Größen eins 
ſchließen. Die geometriſchen een beftätigen ſelbſt 
dieſe Bemerkung. 

Wenn man z. B. die Gleichung der Parabel „’= 
differentiirte, und man nachgehends A eliminirte, 1 wuͤrde 
man zum Reſultat die Gleichung 
axdy — ydx = o 


haben, welche da ſie 7.5 = 2x giebt, ausdruͤckt, daß 


die Subtangente das doppelte der Abſeiſſe iſt, eine Eis 
genſchaft , welche allen Parabeln gemein if, ihr Parame⸗ 
ter ſey welcher er wolle. 
Da die Gleichung 
0 y’ — m (a? En K* 

zu einer Ellipſe gehört, deren Mittelpunct im Urſprunge 
der xen und der 5's iſt, und, deren, in der Richtung der 
Eoordinatenaren, liegenden Axen, a und aum find, giebt 
durch die Eliminirung der beyden beftändigen a und m. 
die Differentialgleichung der zten Ordnung: 


d dy * d’y 
In ey (Rr. 51); 


jede der Ellipſen, welche erſtere vorſtellen kann, indem 
man den Größen a und m alle mögliche Werthe giebt, 
befriediget die ate und der Kreis von der Gleichung 

** + y” — Ar; 
befindet fih darin mit begriffen. 

Man ſieht aus dem Vorhergehenden das die Berrach⸗ 
tung der Differentialgleichungen die Mittel zeigt die allge⸗ 
meinſten Eigenſchaften der Curve auszudrücken, indem es 
zu Reſultaten führt, welche unabhängig von den beftäns 
digen Größen ſind, welche die Curve partieulariſiren. 


P 4 283. 
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283. 


Anwendung der Methode der Graͤnzen auf die Unterſuchung der 
Beruͤhrungslinien. 


Die Gleichungen der Beruͤhrungslinjen von einer ge⸗ 
gebenen Natur, konnen fi mit eben fo vieler Leichtigkeit 
als Eleganz beſtimmen, indem man von der Methode 
der Graͤnzen Gebrauch macht, deren Identitaͤt mit der 
Differentialrechnung wir Nr. 92 gewieſen haben. Es ſey 
(v) eine Gleichung zwiſchen x und y und einer Anzahl n 
von willkuͤhrlichen beſtaͤndigen Größen; man koͤnnte die 
Curven welche fie vorſtellt particulariſiren, indem man fie 
durch eine gleiche Anzahl gegebener Puncte (Nr. 229 durch 
gehen ließe. Wir wollen uns dieſe Puncte in der Curve 
Dx, von welcher wir die Gleichung in x’ und 5 haben, 
liegend gedenken; um die Gedanken mehr zu firiven, wol— 
len wir nur drey betrachten nemlich M, M., M“, (Fig. 38) 
und wollen vorausſetzen, daß die Ordinaten PM, PN 
PM”, unter einander um die nemliche Größe h entfernt 
ſind. Es iſt einleuchtend, daß fuͤr jeden dieſer Puncte, 
die Werthe der Ordinaten, welche aus der Gleichung (v) 
die zur Curve EY gehört, abgeleitet find, dieſelben ſeyn 
muͤſſen, wie diejenigen, welche aus der Gleichung der Eur: 
ve DX hervorgehen, und daß folglich, wenn man jede 
dieſer letztern ſucceſſive ſtatt y in der Gleichung () fest, 
und zu x die Werthe x», * h, x“ + 2h der corres⸗ 
pondirenden Abfcifien AP, Abl, Ap ſubſtituirt, man droy 
Gleichungen erhalten wird, welche dazu dienen koͤnnen 
eben fo viel willkuͤhrliche beftändige Größen zu beſtimmen. 
Fuͤr den Gegenſtand welchen wir uns vorgegeben wird es 
bequemer ſeyn, unmittelbar unter ſich die Werthe von 
PM, P/“, PVM“ weſche aus der einen und der andern 

Curve 
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Curve gezogen find, zu vergleichen; oder da die erſte 5“ 
in der Curve DX iſt, fo wird die zweyte, welche * ＋ h 
entſpricht zur N in der nemlichen Curve 
h d* day! h? . 
y +2 7 Ta = +.++ 
oder > 
y't+ph+gh +... haben 
die Entwickelung der dritten, welche ſich auf die Abfeiffe 
X Tah, bezieht, wird erhalten, wenn man in der vorher⸗ 
gehenden ah ſtatt h ſubſtituirt, und man wird bekommen: 
Y ＋ a ph ＋ 4p . 
Desgleichen da in der Curve EY die erſte Ordinate PM, 
y iſt, ſo werden die beyden folgenden durch die Reihen 
y ＋ Pb ＋ ah’ +... und y ＋ 2 Ph + 40h’ ., 
ausgedrückt, indem man beobachtet in den Functionen 5, 
P, Qu. ſ. w., X in x“, zu verwandeln. Dieſes feſtge⸗ 
fest, wird man die 3 folgenden Gleichungen haben 
S 1 
„ P- Gh. Rr f. .. Pb dh H rb. G 
y-+2Ph-+4Qh’+8Rh’- . y FaphTAdh' Sh ＋. . (3) 
Man kann y und 5“ in den zwey letzten, auslöſchen, 
weil die erſtere die Gleichheit dieſer beyden Functionen 
ausdruͤckt; man wird in der Folge die Glieder Ph und 
ph der zien eliminiren, welche, da fie denſelben Coeffi⸗ 
cienten haben, zuſammen verſchwinden; man wird alſo 
ſtatt der Gleichungen (1) und (2) finden: 
Ph Qh’+ Rh’... =ph+ gh’+ rh 
20h TERh == agh’-+Förh’ . 
dividirt man das erfte dieſer Reſultate durch h und das 
zweyte durch zh“, fo bekommt man 
N P--Oh+ Rh’+... =p+gh+ rh“ 
Q Tach!. . 4 Farb“ 
N P 5 Die⸗ 
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Dieſes ſind die Entwickelungen der Gleichungen, welchen 
die beftändigen Größen der Gleichung (y) genugthun müf- 
fen, damit fie zu einer Curve EY gehören koͤnne, welche 
die Curve Dx in den 3 Puncten M, M und M“ begegnet. 
Indem man begreift, daß dieſe Puncte ſich mehr und 
mehr nähern, wird man ſehen, daß die Curve Ex ohne 
Ende dahin ſtreben wird, die Curve DX bloß zu beruͤh⸗ 
ren, und daß die Vereinigung der drey Durchſchnitts⸗ 
puncte ſich in eine Berührung verwandeln wird. um 
die Puncte M, M“ und M“ zuſammenfallen zu laſſen, 
muß man h 2s vorausſetzen; dieſe Hypotheſe vernich⸗ 
tet keine von den ſo eben erhaltenen Gleichungen, giebt 
aber ihre Graͤnzen, welche der Berührung der * 
Foren entſprechen, und 
5 = p 2d oder . , * 

dx dx? dx? 


find, wie wir Nr. 259 gefunden haben. 


Indem wir einen vierten, zur Abfciffe x’ + zu cor: 
respondirenden Punct betrachten, fo wird man für dieſen 
Punect die Gleichung haben: 

Y ＋ 3Ph + 9 h, + 27Rh? + 81 h! +... 

= „ + 3ph + h- + 270? + 81 sh! +.» 

wenn man hiervon y und „“ wegloͤſcht und alsdann die 
Glieder Ph und ph, Qh und gh? vermittelſt der auf die 
beyde vorhergehende Puncte ſich helichenike Gleichungen, 
eliminirt, wird man * 

6Rh? ＋ 36 8h“ . . = 6rh' + 36h“ +... 
dieſes dividirt durch 1 6 bekoͤmmt man’: 

R ＋ Sh .. . r ＋ 6h 

und nimmt man die Graͤnzen von einem jedem Gliede, ſo wird 
man fuͤr den Fall, da die vereinigten Durchſchnittspuncte 
ſich 
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ſich in eine Beruͤhrung verwandeln werden, R=r er, 
halten. > 

Es iſt leicht dieſes Verfahren auf eine beliebige Menge 
Puncte auszudehnen, und folglich die, auf eine Beruͤhrung 
von irgend einer beliebigen Ordnung, ſich beziehende Be⸗ 
dindungen zu finden, indem man ſie als die Vereinigung 
einer gewiſſen Anzahl Durchſchnittspuncte betrachtet. Die 
Beruͤhrung der erſten Ordnung, reſultirt aus der von 2 
Puncten, die der zweyten Ordnung aus der von 3 Panc⸗ 
ten und im Allgemeinen diejenige der nten Ordnung aus 
der von n ＋ 1 Puncten. Die Gleichung der Tangente 
leitet ſich ſehr leicht aus dieſen Betrachtungen ab, denn 
indem man die Gleichung einer graden Linie 

5 D ax ＋ b 


RT d 
ſtatt der Gleichung () nimmt, fo hat man = = a; 


und die beyden befländigen Größen a und b find durch 
die Gleichungen 


dy _ 4! 
y=y’ oder y“ = ax b, 2. oder a Fe 
beſtimmt, welches wie — *. 238 


1 . (x ) ieh 


ne: 284. 


Wir haben in Nr. 240 geſehen, wie man aus ider 
Gleichung der Tangente, den Ausdruck der Subtangente 
zieht; allein man kann unmittelbarer dazu gelangen, in, 
dem man die Graͤnze des Ausdrucks, von dem Theil Ps, 
(Fig, 36) der Axe AB, welche zwiſchen dem Fuß der Or⸗ 
dinate PM und dem Puncte, wo irgend eine Secante 

M's 
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M's dieſe Axe begegnet, begriffen iſt, ſucht; denn es iſt 
einleuchtend, daß, nach Maaßgabe als ſich die Puncte 
M und M“ einander nähern, fi auch die Linie 7s 
der Tangente MT nähern wird, und daß, wenn dieſe 
veyde Puncte vereinigt ſeyn werden, der Punct s auf den 
Punkt T fallen wird. Die re Dreyecke MMIQ und 
MPS werden 

MP NX Ma 

M“ 
geben; indem man aber M durch h vorſtellt, wird man 
M“ = ph ＋ gh? 
bekommen. Daraus 


8 


B = r 
ph ＋ qhb T... pT qu . 


indem man die Grenze nimmt, reſultirt daraus 


. 
K 


Das was man eben gelefen hat, iſt hinlänglich, die Me⸗ 
thode der Grenzen auf alles was die Theorie der Curven 
angeht, anzuwenden; es reicht hin, zuerſt Puncte die unter 
ſich entfernt find zu betrachten, und hat man eine Größe 
welche von ihrer gegenſeitigen Entfernung abhaͤngt, ein⸗ 
geführt, fo ſucht man in der reſultirenden Gleichung die 
Glieder, wodurch man ſie kann verſchwinden laſſen, und 
deren Enſembel die Gleichung der Grenze ausmacht 
oder diejenige, welche ſtatt finden muß, ſobald die vor⸗ 
gegebenen Puncte zuſammenfallen. 


N 2085. 

Leibnitz, betrachtet die Curven, um die Differential⸗ 
rechnung darauf anzuwenden, als Polygone, von einer 
unendlichen Anzahl unendlich kleiner Seiten, und in die⸗ 

ſer 
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fer. Hypotheſe, iſt die Tangente nichts anders als die 
Verlängerung der Polygonſeite felöft, wie man es in 
(Fig. 30) ſieht. Die ähnlichen Dreiecke M’MQ und PMT, 
geben ſogleich 


MQ 5 dy 

Es ſcheint anfangs, daß dieſe Art die Subtangente 
zu finden, nichts anders als eine Approximation fey, denn 
ſo klein man auch die Seiten des Polygons vorausſetzt, ſo 
werden ſie doch niemals mit der Curve zuſammenfallen, 
und folglich wird die grade Linie MT, niemals Tangente 
ſeyn; allein man fuͤhrt in der Rechnung einen Umſtand 
ein, welcher, die Subſtitution des Polygons bey der Cur— 
ve, rechtfertigt, man abſtrahirt nemlich von den Potenzen 
von dx, die höher find als die erſten und von allen Grö— 
zen, welche man als unendlich klein in Anſehung der 
andern betrachtet. s 

In der That, wenn, von einer Seite die analytiſchen 
Reſultate, welche man ſo erhalten hat, um ſo genauer ſind, 
als dx kleiner iſt, ſo differirt von der andern Seite das 
Polygon um fo weniger von der Curve, als ſeine Sei: 
ten mehr vervielfacht find, oder als der Raum PP’ wel: 
cher dx vorſtellt geringer iſt, und da nichts dem entge⸗ 
genſteht, daß man ſich dieſe Seiten über eine beliebige 
Graͤnze hinaus vervielfacht ſich gedenkt, ſo folgt daraus, 
daß das im Polygon berechnete Reſultat, von dem wel⸗ 
ches ihm in der Curve entſpricht, um eine geringere, 
als eine gegebene Größe, unterſchieden ſeyn kann. 
Aus dieſem Gefi ichtspuncte betrachtet, ſcheint mir die 
Differentialrechnung keinen Begriff darzubieten, welchen 
ein faͤhiger Verſtand nicht zugeben könnte, und ſie wen⸗ 
det ſich alsdann mit der größten Leichtigkeit auf alle Fra⸗ 


gen 
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* 
1 


gen an, welche man in der Theorie der Curden an 
trift. *) y 

Der Bogen MOM! (Fig. 36) kann für feine Sehne 
genommen werden, von welcher er in Beziehung auf die 
Größen der erſten Ordnung nicht unterſchieden iſt, weil, 
nach dem was man Nr 279 geſehen hat, die beuden Grd⸗ 
ßen MM’ und MN L NM’ zwiſchen welchen er enthalten 


if, 


„) Wit Unrecht haben einige Perſonen Leibnitzen vorgeworfen, 
daß er keine richtige Begriffe über die Metaphyſick der Dif⸗ 
ſerentialrechnung hatte; bey Gelegenheit einer Arbeit von 
dem Geometer Sturm, über die Quadratur der Entven 
und Cubatur der Körper vermittelſt der Reihen, drückt er 
nich fo aus: 

„Sentio autem et hanc et alias (methodos) bactenus 
„adhibitas omnes deduci pofle ex generali quodam- 
„meo dimetiendorum curvilineorum principio, quod 
„figura curvilinea censenda fit aequipolle 
„repolygono infinitorum laterum; unde f- qui. 
„tur, quicquid de tali polygono demenftrari poteſt, si- 
„ve ita, ut nullus habeatur at numerum laterum reſpec- 
„tus, ſive ita, ut tanto magis verificetur, quanto major 

»ſumitur laterum numerus, ita ut error tandem fiat quo- 
„vis dato minor; id de curya poſſe pronuntiari.“ (Acta 
eruditorum ann. 1684. pag. 585) ö 

Diefe wenige Zeilen, ſtellen mit eben do viel Wahrheit 
als Buͤndigkeit die Idee dar, welche man ſich von der Res 
thode der unendlich kleinen Groͤßen machen muß; und die 
von d' Alembert erneuerte Methode der Gräuzen, iſt 
deutlich genug darin angegeben. Leibnitz hat noch in meh⸗ 
reren ſeiner Briefe widerholt, daß indem man ſich zur Abs 
kürzung der Schlüſſe die Betrachtungen der unendlich klel⸗ 
nen Größen bedient, man von dem Styl des Archi⸗ 
medes, nur in den Ausdrücken differirt. 
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iſt, ſelbſt nur um Größen der zweyten Ordnung diffe⸗ 
riren. Man hat alſo alsdenn, 

MOM“ = Vdx + dy- 
Das gradlinige Dreyeck Mau“ (Fig. 39) mit dem Dreyeck 


MPR verglichen, läßt die Normale und Subnormale 
finden. 


286. 


Da die Ordinate PM oder y, durch fx) vorgeſtellt 
iſt, fo wird die folgende P M“, f(x + dx) ſeyn; woraus 
folgt, daß die Differentiale 

af () = f + d — f = f (Nr. 10) 
MQ vorftellen wird. Wenn man x + dx in f.) dx, 
ſetzt, fo kommt f“ + dx) dx zum Ausdruck des Diffe⸗ 
rential M“ in Beziehung auf die Ordinate P M“; ins 
dem man aber die grade Linie M’M verlängert, bis fie 
die Ordinate P/ in O begegnet, fo bekommt man 
M'Q=0’0, und OM’=M"'Q—MQ=Ffx+dx)dx—f’x)Äx, 
wird alfo das zweyte Differential‘ der Ordinate PM, oder 
dy ſeyn. Betrachtet man noch einen vierten Punct M', 
fo wird man ſehen, daß O’M in Anſehung des Puncts 
N“, das iſt, was Ou“ in Beziehung auf den Punct M 
iſt, und daß er folglich darſtellt was fix) dx“ oder d’y 
wird, wenn x ſich in x + dx verwandelt, man bekoͤmmt 
alſo 

OMU = f 4 dx) dx”, und 
O“ - OM = f + dz)dx = f CY) dx d'f (x): 
eben ſo wird man die fernern Differentiale formiren, 
indem man eine groͤßere Zahl aufeinander folgender Puncte 

nimmt. ö 

Es iſt durch das Vorhergehende ſehr einleuchtend, 

daß die Curve gegen die nr AB concav ſeyn würde, wenn 


2 1“ 
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QM’ weniger wäre als Q/O, oder QM’, und daß alsdenn 
OM“ oder d’y negativ wäre. 

Wenn ſtatt die Ordinaten gleichweit von einander ent- 
fernt zu fupponiren, man die auf einander folgenden Sei: 
ten des Polygons MIM“ MN“... alle gleich annehmen 
wollte, fo wuͤrde dieſes nicht mehr das Differential dx 
ſeyn, welches man als beftändig anſehen muß, fondern 


der Ausdruck Vax’ + A. 


287. 


Wenn man die Eurven auf Polar: Coordinaten bezieht, 
fo iſt das erſte Differential des Radiusvector, AM (Fig. 40) 
der Theil Q“, welcher vom folgenden Radiusvector, 
durch den Bogen des Kreiſes MQ, welcher vom Punct A 
als Centrum, mit dem Radius AM beſchrieben, abge⸗ 
ſchnitten iſt. Man betrachtet dieſen kleinen Bogen als 
eine grade Linie, und das Dreyeck MQM’ als gradlinig, 
welches, 
MN“ = VNN 
giebt. Wenn man den Winkel MAM“ durch einen Begen 
des Kreiſes NN‘, welcher durch einen der Einheit gleichen 
(Nr. 275) Radius AN beſchrieben iſt, mißt, fo hat man 
QM = udt, und da QM = du iſt, fo kommt 
Mit! = Var ade, 
Man gelangt zum Aus druck der Subtangente AT, welche 
wir in Nr. 277 gefunden haben, indem man die Dreyecke 
M'MQ und Marx unter ſich vergleicht, welche man als 
ähnlich betrachtet, weil, da der Winkel MAM/, unendlich 
klein in Anſehung von MAT iſt, M/Q parallel zu AM, 
und MQ ſenkrecht auf M’Q ſupponirt werden kann; es 
a reſultirt 


| 
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reſultirt hieraus f 
ar MKM, dt 5 
\ M du 
Da das zweyte Differential du, die Differenz zwiſchen 
zwey erſte aufeinanderfolgende Differentiale iſt, ſo wird 
es durch M“ — MQ vorgeſtellt werden, und man muß 
beobachten, daß, wenn man den Bogen NN“ als beſtaͤn⸗ 
dig fupponiet, oder daß, man den Winkel t um diefelbe 
Groͤße verändern laßt, fo find die Bogen QM, QM’, 
deswegen nicht unter einander gleich; denn alle Halbmeſ⸗ 
ſer ſind verſchieden. ; 


288. 


Betrachtet man die Veruͤhrungscurven, als Polpaone, 
welche eine gewiſſe Anzahl Seiten mit dem Polygon, 
welches die vorgegebene Eu: ve, vorfiellt, gemein hat, fo 
wird man ohne Mühe bemerken, daß für jede dieſer 
Seiten, die Differentiale diefelden ſeyn muͤſſen im beruͤh⸗ 
renden und beruͤhrten Vieleck. Nennt man alſo die 
Ordinate der Beruͤhrungscurve „, und die der vorgegebe⸗ 
nen Curve y“, fo wird man zur Tangente die nur mit 
einer einzigen Seite zuſammenfaͤllt y = y“ und dy S dy- 
haben. In den Berührungscurven der zweyten Ordnung, 
welche zwey Seiten mit der vorgegebenen gemein haben, 
wird man zugleich haben: 

= dy dy, dy S d'y“ u. ſ. w. 
dir di hoͤhern Ordnungen. Dieſe Refultate vertragen 
ſich ſehr einleuchtend, mit denen von Ni. 269, weil ax 
daſſelbe für beyde Curven ift, 


u. Theil, 2 . 229. 


— 
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Man kann noch die Theorie der Beruͤhrungskreiſe 
von einer zu eleganten und reichhaltigen Betrachtung ab⸗ 
leiten, um fie mit Stillſchweigen zu übergehen. Wenn 
man auf die Mitte der Seiten MM“, MMI, (Fig. 30) 
die Senkrechten GF, G’F’, errichtet, fo wird ihr Durch⸗ 
ſchnittspunct E/ der Mittelpunct des Kreiſes ſeyn, welcher 
durch die drey Puncte M, M“, M“, gehet, und eben 
ſo iſt es mit den andern; aber je mehr die Seiten des 
Vielecks vervielfacht werden, deſto mehr werden die Linien 
GFE, G’F ſich nähern Normalen der Curve zu werden, 
und je weniger wird der Kreis MMM.“ vom Beruͤh⸗ 
rungskreis differiren. Man konnte alfo den Mittelpunct 
der Kruͤmmung, als den Durchſchnittspunct der beyden 
unendlichen Normalen, und die Abgewickelte FF/F”... als 
die aus allen dieſen Durchſchnitten reſultirende Curve, be- 


trachten. Es iſt alsdann ſehr einleuchtend, daß ſie durch 
alle Normalen beruͤhrt werden muß, und daß die Beruͤh⸗ 


rungskreiſe zu gleicher Zeit, die vorgegebene Curve bez 
ruͤhren und ſchneiden, wie es Nr. 262 gezeigt worden. 
um dieſe Umftände analytiſch auszudrucken, wird man 
wieder die Gleichung der Normale nehmen, welche, ins 


dem ſie durch x’ und 5“ die Coordinaten des auf der vor⸗ 


gegebenen Curve genommenen Punets bezeichnet, unter 

der Form e 

( d F A - d“ = o. . (1) 

(Nr. 245) geſetzt werden kann, und man wird beobachten, 

daß um zur Normale des folgenden Puncts überzugehen, 

man */ + dx“ für x’ fubftituiren, und folglich / veraͤn⸗ 

dern laſſen muͤßte, daß aber indem man die Coordinaten 

x und y auf den Durchſchnittspunct der beyden Norma⸗ 
len 
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len anwendet, ſie in dieſem Fall ſich nicht verandern 
muͤſſen; man wird die Differentiale der Gleichung (1) 
bloß in Beziehung auf X“ und y’ genommen, gleich Rull 
machen, und indem man dx’ beſtaͤndig macht; fo kommt; 
(* — 0d + dx“ — dy = 0. (2) 
Beſtimmt man » und y durch dieſe Gleichungen, fo wird 
man dieſelben Werthe haben, wie die, welche die. Gleis 
chungen (2) und (3) Ne. 260 und 261 für und 8 gege⸗ 
ben haben; man wird den 8 von Me durch die 
Formel un 
VIX x) a8 7 75 
berechnen. 

Es iſt gut zu bemerken, daß die Gleichungen (1) 
und (2) auch erhalten werden, wenn man, das erſte 
Differential und die zweyte D fferentiale des Ausdrucks 

Az Vıx -* + Gy 

gleich Null fett. 

In der That, wird der Beruͤhrungskreis, da er 1 555 
3 unendlich nahe Puncte auf der vorgegebenen Curve 
geht, ſeinen Mittelpunct in einer gleichen Entfernung von 
jeden dieſer Punete haben; oder da die Coordinaten des 
erſtern K“ und 5“ find, fo muß man dieſe veraͤnderlichen 
Größen einmal differentiiven um zum zweyten uͤberzuge⸗ 
hen, und zweymal, um zum dritten zu gelangen, ohne 
daß deswegen die obige Entfernung eine Veränderung er— 
leide; es iſt alſo einleuchtend, daß ihr erſtes und zwey⸗ 
tes Differential gleich Null ſeyn muͤſſen. 


290. 

Das Verfahren wodurch wir zur Gleichung der Abge⸗ 
wickelten gekommen ſind, indem wir ſie betrachten, als 
ware ſie durch die aufeinanderfolgende Durchſchnitte der 

2 2 Nor 
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Normalen gebildet, konnte auf die Unterſuchung der durch 
alle grade Linien, welche durch die verſchiedenen Puncte 
der vorgegebenen Curve gezogen find, beruͤhrten Curve, 
angewendet werden, und die mit der Tangente gege— 
bene Winkel macht, weil es leicht ſeyn wuͤrde die 
Gleichungen irgend einer dieſer graden zu finden. 
Wir wollen jetzt das allgemeine Problem auflösen, wovon 
dieſes nur ein beſonderer Fall iſt, und welches man wie 
folget, ausdrucken kann: Die Gleichung der Curve 
zu finden, die eine unendliche Menge anderer 
voneiner gegebenen Natur beruͤhrt und die 
dem unterworfen ſind, nach einem gewiſſen 
Geſetze aufeinander zu folgen. 

m die Auflöſung begreiflicher zu machen, werde ich 
gleich ein Beyſpiel nehmen, und mich vorſetzen, die Gleis 
chung der Curve EX (Fig. 41) welche alle Kreiſe die aus 
den verſchiedenen Puncten der Curve DZ mit einem Ras 

dius gleich a beſchrieben find, berührt, zu beſtimmen. 


Es ſeyen MGO und M/ zwey dieſer Kreiſe, welche ihre 


Mittelpuncte in den Puncten N und N’ haben; es iſt eins 
leuchtend, daß ihr Durchſchnittspunet, um ſo weniger 
von der Curve EX entfernt ſeyn wird, als die Puncten 
N und N“ näher aneinander ſeyn werden; und daß, in; 
dem man dieſe Puncte zuſammenfallen läßt, die der Bes 
ruͤhrung M und N. mit dem Puncte G zuſammenfallen 
werden: man kann alſo die berührende Curve EX, als 
durch die ſucceſſiven Durchſchnitte der beruͤhrten Se 
gebildet, betrachten. 

Diefes feſtgeſetzt, wird die Gleichung des Recifes 

Mo gleich (x — a)? ＋ (y - A’ a- 

ſeyn, indem man durch und s die Coordinaten 40 und 
QN der Curve 02 bezeichnet; aber vermittelſt der Glei⸗ 

ur 8 1 chung 


11 


1 
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chung dieſer Curve, welche ich durch s = f(«) vorſtelleu 


werde, wird man F aus der vorhergehenden wegſchaffen 
können, welche alsdenn N 

* = = f 4. 
werden wird. 


4 


So lange man nur einen Kreis insbeſondere betrach⸗ 


tet, muß die Größe als beſtandig angeſehen werden, 
und um von dieſem Kreiſe auf den ihm unmittelbar fol⸗ 
genden uͤbergehen zu koͤnnen, muß wan « einen von dem 
anfänglichen unendlich wenig verſchiedenen Werth geben; 
allein während = ſich fo verändert, werden die Coordinaten 
* und y des Punets G, welcher zugleich beyden Kreiſen 
gemein iſt, ſich nicht verändern, und dieſes wird man 
ausdrucken indem man die Differentiale der Gleichung (1) 
in Bezug auf « allein genommen, gleich o macht, woraus 
reſultiren wied 
* = M -f = 0...(2), 
— “) 


indem man ——— durch fra) vorſtellt, und den gemein⸗ : 


ſchaftlichen Er de unterdruͤckt. a 
Wenn mar gegenwärtig « zwiſchen den Gleichungen 
(i) und (2) eliminirt, fo erhält man die Relation, welche 
die veränderlichen Größen x und y unter ſich haben muͤſ⸗ 
fen, wie auch die Lage des Puncts N auf der Curve 


‚DZ ſeyn mag, oder welches daſſelbe iſt, die Gleichung der 


Curve EX; die alle, nach den Bedingungen der Frage bes 
ſchriebenen Kreiſe beruͤhrt. 3 
Es ſey allgemein V O eine Gleichung zwiſchen x; 


y und einer willkuͤhrlich beſtaͤndigen Große , giebt man 
dieſer beſtaͤndigen Größe alle mögliche Werthe, fol ge⸗ 


hen daraus eine Menge Curven hervor, die man betrach— 


ten kann als ob ſie ſich je zwey und zwey hintereinander 
Q 3 ſchnei⸗ 
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ſchneiden, und in allen dieſen Curven zuſammengenommen 
werd die Ordinate y ſich auf zweyerley Art verändern, 
nemlich, indem man von einem Punct zu einem an⸗ 
dern in derſelben Curve, oder indem man von einer Eur: 
ve zur andern in Beziehung auf dieſelbe Abſeiſſe über: 
geht; im erſten Fall verändert ſich x allein, und das Dife 


f Ke ; 8 
ferential von y iſt = dx, im zweyten Falle iſt es „ wel⸗ 


d b 
che ſich verändert, und man hat 5 da, zum Differential 


von y. Aber ſobald man einen, zwey hintereinander 
folgenden Curven gemeinſchaftlichen Punct betrachtet, fo 


! : d 
bleibt y daſſelbe für beyde, welches 2.0 giebt. Nach 


dem! Vorhergehenden, muß man alſo y als eine Function 
von x und von 2 betrachten, die von der Gleichung 


€ . 2 d 
So abhaͤngt, und man wird um = und mi 
. * 


d: zu be⸗ 
ſtimmen, die beyden folgenden Gleichungen finden: 
* + ag = wen 
dx dx dx x 
dv dV dy 


ee (Nr. 79) 


Man ſiehet durch die letzte, daß die Vorausſetzung von 
dy . dv 2 a 
= 8 o, giebt. 

Verbindet man dieſe Gleichung mit Y = o zuſam⸗ 
men, fo wird daraus durch die Elimination von «, die 
Gleichung der Curve reſultiren, welche alle diejenigen bes 
rührt. die durch Y S o vorgeſtellt werden koͤnnen. 

Man hätte zu demſelben Reſultat gelangen könne 
ohne die Betrachtung der ſucceſſiven Durchſchnitte der be⸗ 


ruͤhrten 


* 
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ruͤhrten Curven) zu gebrauchen. In der That, die beruͤh⸗ 
rende Curve hat in irgend einem ihrer Puncte, dieſelben 
Coordinaten x und y und denſelben Differentialcoeffieient 
als die der Curven der Gleichung V = o, welche fie in 


dieſem Punct beruͤhrt; fie muß alſo alsdann den Gleis 


5 v 0 . 
chungen V=o und 45 dx = o genugthun, indem fie 


«„den zukommenden Werth giebt; denn man muß beob⸗ 
achten, daß die Lage des Berührungspunctes nothwendig 
die beruͤhrte Curve particulariſirt. Es folgt aus dieſer 


letzten Bemerkung, daß, ſobald » ſich verändert x und 


y ſich auch verändern muͤſſen und, daß man folglich die 
5 »So differentiiren kann, indem man ſuppo⸗ 
nirt, * * und y e von „ find, welches 


ee u — 
= +5 Na +2 da = G, 


geben wird, ein ale daß in Belegung der cee 


r 


ſich auf = = e, reducirt. Da die beyden Gleichungen 


U 


dv 
Vo und — S o, 
d 


alſo für jeden Beruͤhrungspunct ſtatt findens “fo wird 
man daraus diejenige ziehen, welche dem Enſembel von 
allen dieſen Puncten oder der beruͤhrenden Curve zukommt, 
indem man « eliminirt, davon die Werthe den verſchie⸗ 
denen beruͤhrten Curven relativ ſind. 

Wenn die vorgegebene Gleichung, V=o, eine Diffe⸗ 


rentialgleichung der erſten Ordnung wäre, und eine wills . . 


kuͤhrlich beſtaͤndige Größe einſchloͤſſe, fo würden ſich die 
hintereinanderfolgenden Curven, welche man erhielte, ins 
24 dem 
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dem man dieſe beſtaͤndigen Größen verändern ließe, nicht 


ſchneiden, aber ſich berühren; denn indem ſie von irgend 
einer unter ihnen auf die fo gende übergienge, würde der 


Diffeentinieoeficiene 57 ſich nicht verandern, fo wenig 


wie die Coordinaten * und y. In dieſem Fall wird die 
beruͤhrende Curve, von der man die Gleichung erhalten 
wird, indem man = zwiſchen 0 0 


d v 
V o ͤ und — So, 
da 


eliminirt, mit einer jeden der beruͤhrten Curven, eine Be⸗ 
ruͤ rung der zweyten Ordnung haben. Man wild dieſe 
Berrachtung leicht auf Differential- Gleichungen der Hör 
hern Ordnungen ausdehnen koͤnnen. 


291. 

Das Verfahren wodurch man die beftändigen Größen 
einer Gleichung verandern laͤßt, iſt eins der großen Mit⸗ 
tel der Analyſis, und es wird mit Eleganz auf geometri⸗ 
ſche Fragen angewendet, weil es keine Curve giebt, wel— 
che man nicht als durch die ſucceſſiven Durchſchnitte einer 
Folge von Linien von gleicher Natur, hervorgebracht, ans 


ſehen koͤnnte. Wir wollen davon noch ein Beyſpiel ges. 


ben, indem wir die Gleichungen der Radlinien (Rou— 
lettes) beſtimmen, d. h. der Curven, welche durch die 
Bewegung eines Puncts, der auf eine Curve angenom— 
men, die auf die Circumferenz einer andern Curve zu 

rollen gezwungen iſt, hervorgebracht werden. “ 
‚Um dieſe Unterſuchung zu erleichtern, wollen wir ftatt 
den vorgegebenen Curven zwey Polygone Qu s und DZ 
(Fig. 42) ſubſtituiren. Es iſt gleich einleuchtend, daß, in⸗ 
dem man vorausſetzt, daß der beſchreibende Punct M, 
welcher 


F * 
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welcher auf das bewegliche Vieleck genommen iſt, ſich in 
den Punct D des unbeweglichen Vielecks befunden habe, 
der Bogen QM dem Bogen DQ gleich ſeyn wird Man 
wird hierauf leicht gewahr 8 daß, waͤhrend die Seite Qg 
des beweglichen Vielecks, ſich um den Punet Q wenden 
wird, um ſich an der Seite QQ’ des unbeweglichen Piel⸗ 
ecks anzulegen, der Punet M einen Kreisbogen M M’ 
beſchreibt deſſen Centrum im Punct Q, und deſſen Radius 
die Sehne MQ ſeyn wird. Wenn der Punct 3 in Q/ an, 
gekommen ſeyn wird, ſo wird alsdann das bewegliche 
Vieleck ſich um dieſen letztern drehen, bis die auf Qq fol⸗ 
gende Seite Q’g’, ſich auf das unbewegliche Vieleck aps 
plicirt haben wird, und der in M“ angekommne Punct 
M, wird einen neuen Kreisbogen MM“ beſchreiben, wel⸗ 
cher zum Radius die Sehne 7, Q“ gleich Mg, und zum 
Mittelpunct den Punct Q“ hat. Es folgt aus dieſen Des 
merkungen, daß, die Radlinie durch die confecutive Durch⸗ 
ſchnitte, der auf jedem Puncte der Curve DZ, mit Halb⸗ 
meſſer die gleich den Sehnen der Bogen der beweglichen 
Curve, (welche zwiſchen dieſen Puncten und dem beſchrei⸗ 
benden Puncte liegt,) beſchriebenen Kreiſen, gebildet 
und ſie folglich durch alle dieſe Kreiſe beruͤhrt werden 
wird. 


Nennt man die Coordinaten der un egen Curve 
„s und 7 die Sehne 340, fo wird die Gleichung des 
Kreiſes MM! ſeyn: a 

* ⏑‚ f = nk 1) 
Man muß gegenwaͤrtig beobachten, daß nach Ausſage der 
Frage, s und „ bekannte Functionen von « find. Dies 
iſt ſogleich in Anſehung von s einleuchtend weil es in ⸗ 
gegeben iſt, durch die Gleichung der unbeweglichen Curve 
DZ. Stellt man in der Folge, durch t, den Bogen DQ 
Q 5 8 vor 
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vor, fo wird t eine Function von « ſeyn; allein t druͤckt 
auch den Bogen M aus, welcher gleich DQ iſt, und die 
Natur der beweglichen Curve Q N16, wird jederzeit eine 
Gleichung zwiſchen dieſem Bogen, und der durch „ vors 
geitellten Sehne, an die Hand geben; man wird alſo be 
greifen konnen, daß 8 und 5 in 4, vermittelſt der eben 
angezeigten Relationen beftimmt, find. 

Differentiirt man die Gleichung (1) in Bezug auf =, 
bloß um zum Kreis M’M“ welcher auf MM’ folgt uͤber⸗ 
zugehen, ſo wird kommen: 


da d 
G OOO ; 
07 da 


und eliminirt man „ zwiſchen dieſer und der vorhergehen— 
den Gleichung, fo wird man die Gleichung der Radlinie 
haben. Da indeſſen es am oͤfterſten vorfallen wird, daß 
die Relation zwiſchen den Bogen Qu und ſeine Sehne, 
transcendent ſeyn wird, eben ſo wie die, welche zwiſchen 
dem Bogen DQ und den Coordinaten der Curve D2 exi⸗ 
ſtiren muß, ſo wird die Eliminirung unmoͤglich ſeyn, und 
es wird bequemer ſeyn, aus den Gleichungen (1) und (2) 
die Werthe von x und y in «, & und zu ziehen. In⸗ 
dem man die nöthigen Berechnungen ausführt, und dt” 
ſtatt da? + ds“ ſetzt, wird man leicht finden: 
ydyde + vdsV dr: — dr? 
Er dt? = 
ard — yduVdı” — d- 
o 
dt 
Man wird die Anwendung dieſer Formeln erleichtern, in⸗ 
dem man, fo viel als moͤglich die Größen , s und „, 
durch den Bogen t welcher der beweglichen und N 
lichen Curve gemein iſt, ausdruͤckt. 


X 


292 
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Wenn wir vorausſetzen, daß die bewegliche Curve ein 
Kreis, und die unbewegliche Curve die Abſciſſenaxe ſelbſt 
ſey, ſo wird die alsdenn beſchriebene Radlinie die ge 
woͤhnliche Cycloide ſeyn (Rr. 211). Da in dieſem Falle 
die Ordinate 8 der unbeweglichen Curve ſtets Null iſt, fo 
hat man de = 0, AQ (Fig. 33) wird gleich e, welches 

a a = t= M 5 
giebt; behält man die Nenner der eitirten Nr. ſo wird 
die Sehne MQ oder durch 


— 
Var. N = Her — coſ 7). 
ausgedrückt werden, woraus man ziehen wird: 


t 
dt ſin — 
* 


— ln 


. 
V 2 1 (ı — coſ — 
r 
Subbſtituirt man dieſe Werthe in diejenigen von x und . 


welche die Vorausſetzung von 


5 oO, ds = o, et, d- = dt, auf 
Fe 22:8 2 6 v Var — dy“ 
a EN DE ED een} 
reducirt, fo wird man finden 


t g t 
x = t x ſin , „=( cot ). 
$ r 


Wir haben vorausgeſetzt, daß der beſchreibende Punct auf 
der Circumferenz des beſchreibenden Kreiſes waͤre, aber 
wenn er, es ſey innerhalb, oder außerhalb dieſes Krei-⸗ 
ſes, geſetzt würde, ſo würden die Formeln wenig mehr 
zuſammengeſetzter werden. Es iſt außerdem ſehr ſichtbar, 

s daß 


5 
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daß man auf dieſen Umſtand Ruͤckſicht nehmen wurde, in⸗ 
dem man ſtatt der Sehne MQ die Diſtanz MQ (Fig. 43) 
ſubſtitu te, welche alsdann der Radius des kleinen Kreis⸗ 
bogens, welcher durch den Punct m um den Punct Q bes 
ſchrieben wird, ſeyn wurde. 

Wenn man die Diſtanz mo, in welcher der beſchrei⸗ 
bende Punet ſich vom Mittelpunct des, beſchreibenden Krei⸗ 
ſes befindet, p nennt, und auf MO, die ſenkrechte NQ 
zieht, indem man fortfaͤhrt den Bogen MQ, t zu nennen, 
ſo hat man 


t t 
N Dr ſin. , Nod er cf. Ma Sr S7 2 


x V (=: +) ＋ (va. 2) 
x hr r 


t — 
ydy pdt ſin , „V dt dy 97 — p coſ = 
Ey 


woraus reſultiren wird 


t 
* t — pſin r peol-, 


Wenn der Punct M außerhalb des beſchreibenden Kreiſes 
iſt, fo geht die beſchriebene Curve unter die Linie AB, 
und man nennt fie: abgekuͤrzte Cycloide, weil ihre 
Höhe, betraͤchtlicher als die der gewohnlichen Eycloide iſt, 
man wuͤrde ſie verlaͤngerte Cycloide nennen, wenn 
der Punct M im Innern dieſes Kreiſes befindlich waͤre, 
und alsdenn würde fie die Linie AB nicht erreichen. 


Die Nadlinien bieten noch eine Art Curven dar, wo⸗ 
mit ſich die Geometer ganz beſonders beſchaͤftigt haben; 
ich ſpreche von den Epicycloiden für welche die bewegli⸗ 
chen und unbeweglichen Curven, beyde, Kreiſe ſind. 


Indem wir durch 4 den Radius des letztern bezeichnen, 
deſſen 


1 
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deſſen Mittelpunct man auf die Abſciſſenlinie AB ſuppo⸗ 
nirt, fo werden feine Coordinaten „und s durch 


q (i — cof 2 und q fin 0 
4 4 
ausgedrückt werden. 

Subſtituiren wir dieſe Werthe, ſo wie ihre Differen- 
tialien in die von » und „; und behalten mehrerer All 
gemeinheit wegen, die oben gegebenen Ausdrucke von z 
und dy, in Bezug auf dem Fall, wo der beſchreibende 
Punct außerhalb der Circumferenz des beweglichen Kreiſes 
befindlich iſt, bey, und laſſen die Produkte der Sinus“ 
und Coſinus, vermittelſt der bekannten Formeln, welche 
die Werthe dieſer Produkte durch den Sinus und Coſinus 
der Summe und der Differenz der Bogen geben, weg, 
ſo werden wir nach geſchehenen Reductionen finden: 


Xx 2 4 — (at ner — Pet g are t, 


I (d ＋ r) fin i (+) 

9 4 r 
So oft die Radii g und r unter einander wie Zahl zu 
Zahl ſeyn werden, wird man die Relationen von 


t t 7 
fin — und fin —, cof 25 und 651 
1 9 . 2 g 


durch algebraiſche Gleichungen ausdruͤcken koͤnnen, und 
vermittelſt ihrer dieſe Größen aus den vorhergehenden 
Gleichungen eliminiren; wenn das Neſultat in x und y als 
gebraiſch iſt, fo wird die Radlinie nicht transcendent ſeyn. 

Setzen wir noch voraus, daß, da die unbewegliche 
Curve beliebig bleibt, die bewegliche Curve eine grade Li⸗ 
nie ſey, und daß man den bejchreibenden. Punct auf dieſe 
Linie ſelbſt annimmt; ſo wird die Radlinie alsdann die 
developpirte der unbeweglichen Curve werden, und man 
f wird 
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wird „ = t, bekommen woraus reſultirt 
td td 
ss 7 12 5 — — 
Eliminirt man =, 8 und t, mit Huͤlfe dieſer Gleichungen, 
und der Relationen unter «, 8 und t, welche von der 
Gleichung der vorgegebenen Curve abgeleitet find, ſo wird 


man zur Gleichung der Developpirten gelangen. 


293. 


Das Vorhergehende giebt die Aufloͤſung der umge⸗ 
kehrten Aufgabe der Abgewickelten; ich will zeigen wie 
man dieſelben Reſultate bekommen wuͤrde, indem man 
ſich der Gleichungen 

( we 49 + 0 * a)? = 2? (Nr. 260) 
(* — H . G — dy o, 
dx“ ＋ dy“ ＋ G — g dy, (Nr. 264) 
bediente. . 

Wenn die Coordinaten der Abgewickelten, Functio⸗ 
nen von den der Developpirten find, fo koͤnnen die zwey⸗ 
ten auch als Functionen der erſten angeſehen werden. 
Differentirt man unter dieſem Geſichtspuncte die obige 
beyde erſte Gleichungen, ſo wird man zu gleicher Zeit 
die Größen *“, y’, „ # und a verändern laſſen; aber die 
mit dx’ und dy“ behafteten Glieder werden im erſten Res 
ſultat verſchwinden / Kraft der zweyten Gleichung, und 
im jwegten, Kraft der dritten; man wird alſo haben 

— G Od. G de = ada, 
da dx da dy“ = 
nimmt man den Werth von dy“ im letzten Reſultat, um 
ihn im zweyten der vorhergehenden Gleichungen zu ſub⸗ 
ſtituiren, fo wird kommen . N 
(*.. 4 
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( — 4 ds — u — P).de =. 
Dieſe Gleichung verbunden mit 
— G — de — („/ — ) S ada, 
wird Werthe von x’ und 5“ geben, die, wenn man t 
an die Stelle von a geſetzt haben wird, dieſelben ſeyn 
werden als die von x und 5, die zuletzt in der vor⸗ 
hergehenden Nr. gefunden ſind, weil, indem man ſie in 
der Gleichung 
(X/ — 29 +(y — 2 
e 
dt“ = da” + de® 
PR wird, man wird alfo nicht et ſondern nur ihr 
Differential haben. Dieſer Umſtand erklart ſich, in: 
dem man bemerkt, daß einerley Abgewickelte eine un⸗ 
endliche Anzahl Developpirte hervorbringen kann, weil 
man den beſchreibenden Punct, auf der Graden bes 
weglichen nehmen kann wo man will, und folglich 
1 ft ＋ 
a * kann, welches geben wird 
At, 
und nichts in der Geſtalt der Werthe von x ER y 
verändern wird, in welchen man an der Stelle von 7, 
c Ty ſetzen muß. 


Man koͤnnte auch die Frage der Radlinien umkeh⸗ 
ren, indem man ſich vornimmt, die Gleichung der unbe⸗ 
mealichen Curve zu beſtimmen, wenn die, der Radlinie 
und der beweglichen Curve gegeben ſind, oder auch, 
die dieſer letzten zu finden, wenn man die zwey ans. 
dern kennt. Ich werde mich nicht in dieſe Details ein⸗ 
laſſen, und mir nur begnügen zu bemerken, daß die Im; 
8 der Curve auf eine andre, fo wie die Entwi, 


ckelung 
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ckelung ein Mittel iſt, eine beliebige Curve hervorzubringen; 
den La Hire hat ſynthetiſch in den Pariſer Memoiren 
der Akademie (Jahr 1706) bewieſen, und man wuͤrde 
es auch durch die vorhergehende Analyſis ſehen, daß, 
wenn eine beliebige Curve gegeben iſt, man 
immer eine finden kann, die, wenn ſie ſich 
auf eine andre, auch gegebene Eurde mwälzt, 
die erſtere, durch einen ihrer Puncte, hervor⸗ 
bringt. 
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Theorie der krummen Oberflächen und der Curven von 
doppelter Krümmung. 


Die Theorie der krummen Oberflaͤchen und der Curven 
von doppelter Krümmung, die ich in dieſes Kapitel vor⸗ 
tragen werde, gehoͤrt faſt ganz Herrn Monge, Elai, 
raut und vorzuͤglich Euler, waren zu wichtige Reſul⸗ 
tate über dieſe Materie gekommen; Aber Monge indem 
er ſie ſo zu ſagen, ſeiner Seits wieder erfand, hat ihnen 
durch die Eleganz der Analyfis von welcher er Gebrauch 
gemacht hat, um dahin zu gelangen, eine neue Geſtalt 
gegeben, und er hat dem, was ſchon vor ihm bekannt, 
war, ein betraͤchtliches hinzugefuͤgt. Ich glaube, den, we⸗ 
nig an dieſe Art von Betrachtungen geuͤbten Leſern, pres 
veniren zu muͤſſen, daß fie in ein kleines Werk, welches 
ich vor einigen Jahren unter dem Titel: Effais de Göome- 
trie ſur les plans et les fürfuces courbes *) herausgegeben 
habe 

% Von dieſem kleinen, ſelbſt für jedem Baumeifer, Zeichner 


u. ſ. w. en Welke Werk, erſcheint bald die ſchon längſt 
ver⸗ 
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habe, die vorläufigen Begriffe finden werden, die zum 
Verſtandniß des Folgenden unentbehrlich iſt, und daß ich 
zu den Nr. dieſes Buchs zuruͤckweiſen werde, indem ich 
die Nr. mit dem vorgeſetzten Buchſtabe E eitire, um ſie von 
den in der gegenwaͤrtigen Abhandlung zu unterſcheiden. 


294. 
Gleichungen der Ebene und der geraden Linie. 


Die bequemſte Art, die Lage eines beliebigen Puncts 
Medes Raums, (Fig. 44), feſtzuſetzn, eift, ihm zuerſt auf 
einer der Lage nach gegebenen Ebene BAC zu projeetiren, 
indem man auf dieſer Ebene die Perpendiculare Mu“ nie⸗ 
derlaͤßt, und nachher die Projection M“ auf zwey, unters 
einander perpendiculare Axen, AB und AC, durch die 


Coordinaten AP und PM“ zu beziehen. Dieſes lauft darauf 


hinaus den Punct ſelbſt auf den drey Ebenen BAC, BAD 


und DAC, die untereinander perpendicular find zu bezie⸗ 


hen; denn die Coordinaten Ab und PM’ obgleich in der 
Ebene BAC liegend, ſtellen die Entfernungen MM’ und 


MM! des vorgegebenen Puncts M, von den beyden anz 8 


dern Ebenen BAC und BAD, vor. Die graden Linien AB, 
Ac und AD nach welchen die Coordinirten Ebenen 
BAC, DAC und BAD ſich je zwey und zwey ſchneiden, 
heißen Aren der Coordinaten, und man unterſcheidet fie 

; unters 


verſprochene Ueberſetzung. Der vollfaͤndige Citel des Ori⸗ 

ginals if: Ellais de Geometrie für les plans et les ſur- 

faces courbes; (ou Elsmens de G&omstrie deſcriptive). 

Par Silveſtre - Frangois La croix., Paris 1795, 8. G. 
II. Theil. Pe: 
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untereinander durch den Buchſtaben, welcher die mit ihnen 
parallele Coordinate bezeichnet; wenn man alfo 
AP x, PM =y und MM“ = 2, 

macht, fo wird die Linie AB die Axe der ken, die Linie 
AC, die Axe der 5's und die Linie AD die Axe der 28 
ſeyn. i 8 
Die coordinirten Ebenen bekommen ſelbſt ahnliche Be⸗ 
nennungen; die Ebene Bac wird die Ebene der zen und 
5's heißen, weil fie die Coordinaten x und y. enthält. 
Wenn die Projection M’ des Punctes M, auf der Ebene 
BAD, auf den beyden Axen AB und AD, durch die Coor⸗ 
dinate | | 

-AP=xund PM’/= MM =z 
bezogen ift, fo wird dieſe Ebene unter den Nakmen Ebes 
ne der zen und 2’8 angedeutet werden. Wenn endlich die 
Projection M“ des Punctes M, auf der Ebene DAC, auf 
den Axen A0 und AD, durch die Coordinaten 

AR=PM y und RMI=MM 2 

bezogen ift, fo wird dieſe Ebene unter den Rahmen Ehe, 
ne der yes und 2˙8 angezeigt werden. Man muß be 
merken: 

1) daß die Coordinaten y und 2 zu gleicher Zeit fuͤr 
alle Puncte der Axe der xen AB, Null find; fo daß es ſich 
eben fo mit x und 2 in Beziehung auf der Are der 5's, 
AC, und der xen und 5's in Beziehung auf der Axe von 
2, BD, verhält. 

2) Daß fuͤr alle Puncte der Ebene BAC, die Coordi⸗ 
nate 2 Null iſt, und daß fie einen beftändigen Werth in 


allen Puncten einer beliebigen mit der erſten parallelen 


Ebene hat; dergeſtalt, daß dieſe Gleichung 2 = e, wenn 
ſie allein iſt, und man keine andere Beſtimmung in Be— 
ziehung auf den bepden bleibenden Coordinaten x und y 

hat, 
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hat, angeſehen werden muß, als ob ſie alle Puncte der 

Ebene, die parallel mit Bac, in einer c gleichen Entfer⸗ 

nung gefuhrt iſt, andeutete. Man wird auf eben der, 

Act ſehen, daß y für alle Puncte der Ebene BAD, Null 

iſt, und daß die Gleichung der Ebene, die man parallel 

mit dieſer erſten, in einer Entfernung b, fuͤhren wuͤrde, 
= b ſeyn würde, 

Wenn man die beyde Gleichungen 2 S und 7 b 
zuſammen vereinigt, d. h. wenn man vorausſetzt, daß ſie zu 
gleicher Zeit Statt finden, fo werden fie eine grade Linie 
bezeichnen, die parallel mit der Axe der ken, und durch 
den Punct der Ebene von y und 2 geführt iſt, deren 
Coordinaten a und b find. Es iſt leicht zu ſehen, daß 
dieſe grade Linie, als der Durchſchnitt en ae 
BAC, BAD betrachtet werden Fann. 

Endlich, wird in der Ebene DAC die Coordinate x 
immer Null ſeyn, und x = a wird die Gleichung der 
Ebene parallel mit dieſer erſten, in einer a gleichen Ent, 
fernung geführt, ſeyn. Wenn die drey Gleichungen 

2 * 3 vb, 8 2 
vereiniget fi ſind, ſo koͤnnen ſie nur dem Puncte aug g 
der ſich im Durchſchnitt der drey Ebenen, die reſpective 
mit einer jeden der coordinirten Ebenen parallel fi nd. 
befindet. 5 l 


295. 

Bir wollen jetzt unterſuchen, was eine einzige Glei⸗ 
chung, zwiſchen zwey von den drey unbeſtimmten Größen 
x, y und 2 bedeuten würde, und als B. 2 Ax nehmen. 
Wir werden ſogleich ſehen, daß dieſe Gleichung einer gras 
den Linie AN“ (Fig. 45) die in der Ebene der xen und 2˙8 
BAD gezogen iſt, gehört. Sie hat aber noch einen aus⸗ 
R 2 ge · 
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gedehnteren Sinn; denn wenn man begreift, daß die 
grade Linie AN“ ſich, parallel mit ſich ſelbſt, laͤngſt der 
Are der y's bewegt, fo wird A0 in welcher Lage fie auch 
einhaͤlt, die Ordinate 2, oder Mm, in einem beliebigen 
Punct M“ genommen, der auf der graden Linie PM’ liegt, 
die parallel mit AC iſt, und auf welder x beſtaͤn⸗ 
dig iſt, der correspondirenden Ordinate Pm“, in der 
Ebene BAD, gleich ſeyn; uͤberdem beſchreibt die grade 
Linie AN“ durch die Bewegung welche wir ihr ſupponiren, 
die Ebene N’AC, welche durch die graden Linien AN’ 
und AC geht; man wird alſo für alle Puncte dieſer 
Ebene 2 = Ax haben. Man wuͤrde analoge Folgerun⸗ 
gen für die andern coordinirten Ebenen finden, indem 
man Gleichungen zwiſchen die unbeſtimmten Groͤßen, 
welche ſie enthalten, nimmt; es iſt aber beſſer, wenn man 
gleich zu einem allgemeinern Fall übergeht und die Glei— 
chung 2 = Ax + By betrachtet. / ; 

Wenn man darin y = o macht, fo wird kommen 
2 = Ax, und wir werden daraus ſchließen, daß die gras 
de Linie AN”, die in dieſer letzten begriffen ift, alle Puncte 
enthält, welche die durch die Gleichung 2 = Ax + By 
vorgeſtellten Oberfläche mit der coordinirten Ebene BAD 
gemein hat, auf welcher y immer Null iſt, oder, welches 
auf eins hinausläuft, der Durchſchnitt dieſer Ebene mit 
der vorgegebenen Oberflaͤche ift. 

Macht man „So, fo erhält man 2 = By, eine Gleis 
chung, welcher einer graden Linie AN’ angehört, die durch 
den Urſprung & gezogen iſt, in der Ebene Ac, und 
welche der Durchſchnitt dieſer Ebene, mit der durch die 
Gleichung 2= Ax + By vorgeftellten Oberfläche iſt. 

Wenn man jetzt begreift, daß der Winkel N Ak ſich der 
Ebene DAC parallel bewegt, dergeſtalt, daß fein Scheitel 


ſtets auf der graden Linie AN“ IR, und daß die Seite 
AR 


+ 
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AR parallel mit AC bleibt, fo wird dieſe Seite die Ebene 
NA beſchreiben, und wenn AN’ in einer beliebigen 
Lage m“ VM gekommen ſeyn wird ſo wird der Theil Mm 
der Ordinate MIM gleich und parallel mit Km feyn, 
und man wird folglich haben 
MM = Pm“! - Rm oe Ax ＋ By = 2. 

Wenn aber die, durch der graden Linie AN /! erzeugte 
Oberflache, nichts anders iſt als die Ebene die durch die 
graden Linien ANY und AN’ geht; fo wird die Gleichung 
2 2 Ax ＋ By alſo die Gleichung dieſer Ebene ſeyn. 

Wenn die vorgegebene Ebene, ſtatt durch den Ur; 
ſprung A zu gehen, ſich in einer Lage 6% REG“, befaͤnde, 
welche durch die Linien EG / EG“ reſpective parallel mit AN” 
und AN’, beſtimmt wäre, fo würde fie parallel mit N’AN 
ſeyn, und wenn man die Ordinate dieſer Ebene bis zur 
Begegnung der erſtern verlängerte, fo würde man haben 

MN = MN ＋ MN = MN A. Ak, 
nennt man alfo D, die Entfernung Ak, und 2 die Ordi⸗ 
nate M/N, fo würde nach dem Vorhergehenden, 
2 AR ＋ By ＋ D 
kommen. Dieſes iſt die Gleichung einer Ebene, die in ei⸗ 
ner beliebigen Lage geführt iſt: es iſt leicht ſich zu übers 
zeugen, daß fie die allgemeine Gleichung des erften Gra⸗ 
des zu drey unbeſtimmten Groͤßen enthaͤlt; denn dieſe 
letztere kann nur von der Geſtalt 
* ＋ e D o d 

ſeyn, und indem man fie durch „ theilt, wird 85 zur er⸗ 
ſten werden, wenn man 


— 


f 8 
=. — — 2 BB, — — =D, 
N E 


feſtgeſetzt been wird. 
Man ſieht alſo, daß der Soefficient Y nichts der All⸗ 
gemeinheit der Gleichung hinzufuͤgt; ich werde ihm dem⸗ 
33: ohnerach⸗ 
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ohnerachtet beybehalten, um die Formeln mehr ſymetriſch 
zu machen, und ich werde die Gleichung einer beliebigen 
Ebene durch 
Ax T By ＋ C Deo 
vorſtellen; man muß ſich aber erinnern, daß in allen Re⸗ 
ſultaten, eine der beſtaͤndigen Groͤßen ſeyn wird, die man 
gleich der Einheit, annehmen, oder durch beſondre 
Bedingungen beſtimmen kann. 


296. 


Macht man in den Gleichungen dieſer Ebene ſucceſ— 
ſive *, y und 2 Null, fo wird man ſehen, daß fie die der 
5's und 28 in einer Linie begegnet, deren Gleichung 

By ＋ C2 ＋ D o 
iſt; die der xen und 28 in einer Linie deren Gleichung 
Ax ＋ CZ ＋ D o 
iſt, und endlich die der xen und y's in einer Linie, die 
zur Gleichung 
Ax ＋ By ED S o hat. 

Da die Ausdehnung dieſer Ebenen unbegraͤnzt iſt, ſo 
muß man begreifen, daß die Ebene GYEG Hinter den coor⸗ 
dinirten Ebenen BAD, DAC, verlängert iſt, fie wird alds 
dann die Ebene BAC begegnen, und unter ihr weggehen. 
Alle dieſe Umſtaͤnde kann man in ihrer Gleichung leſen, 
indem man bemerkt, daß eine jede der unbeſtimmten 
Größen x, y und 2, pofitiv und negativ genommen ſeyn 

“muß, und daß, wenn die Theile AB, A0 und AD der 
Coordinatenapen mit den poſitiven Werthen dieſer Größen 
uͤbereinſtimmen, die entgegengeſetzten Theile Ab, Ac und 
Ad mit den negativen Werthen uͤbereinſtimmen werden. 
Dieſes kann unmittelbar durch den Lauf der Linien be⸗ 
wieſen werden, die ſich in den Ebenen BAC, BAD und 

CAD 


7 
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CAD befinden; man wuͤrde noch dahin gelangen, wenn 
man eine jede dieſer Ebenen, parallel mit ſich ſelbſt, ver: 
ſetzt, dergeſtalt, daß man die negativen Ordinaten die 
auf ihr perpendicular find, poſitib macht, ünd man wuͤr⸗ 
de alsdann, ſo, wie dieſes in Ruͤckſicht der einien Nr. 202 
geſchehen iſt, raiſonniren. 

Es folgt daraus, daß man unterſcheiden kann, in 
melchen der acht koͤrperlichen Winkeln, welche die coordi⸗ 
nirten Ebenen um den Punct A bilden, ein vorgegebener 
Punct fallt, und zwar mittelſt der Zeichen mit welchen ihre 
dinaten behaftet ſind; es iſt daher hinreichend zu bemer⸗ 
ken, daß wenn man Tx, Ty, +2, in den durch die Ebe⸗ 
nen BAC, BAD und Dag (Fig. 44) gebildeten Winkel 
nimmt, man haben wird en 

45,49 —2 im Winkel BAC, Cad, BAd 

I, y, +z im Winkel Bac, eAb, DAB 

x, +7 +z im Winkel bac, CAD, bab 

+x, —y —2 im Winkel Bac, cad, BAd 

xX, —y 2 im Winkel bac, ‘cAD, bAD 

x, g, —2 im Winkel bac, Cad, bad 

-x, -y —2 im Winkel bac, cd, bAd 


297. 

Eine grade Linie iſt allemal gegeben, wenn man ziven 
Ebenen kennt in welchen ſie liegt und deren Durchſchnitt 
ſie alsdann iſt, weil die Coordinaten ihrer Puncte den 
beyden Gleichungen dieſer Ebenen gemein ſind. Es 
ſeyen alſo 

Ax ＋ B/ T C2 TDS Oo. . (1) 
Ax E B/ ＋ C% =D O (2) 
die Gleichungen dieſer gegebenen Ebenen; betrachtet man 
die unbeſtimmten Größen x, y und 2 als hätten fie den⸗ 
R 4 dal 
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ſelben Werth in dieſen zwey Gleichungen, ſo wird nur 
eine uͤbrig bleiben die man willkührlich nehmen kann, 

und die heyde andern der erſten gemäß berechnet, werden 
die Lage der verſchiedenen Puncte der vorgegebenen gra⸗ 
den Linie anzeigen. 

Die Gleichungen (1) und (e) find nicht die einzigen, 
welche die vorgegebene grade Linie vorſtellen koͤnnen, 
denn ſie befindet ſich in eine unendliche Anzahl von ver⸗ 
ſchiedenen Ebenen; man wählt aber gewohnlich, unter 
allen diefen Gleichungen die ſie haben koͤnnte, die, welche 
nur zwey der Coordinaten x, y und 2 enthalten. 

Eliminirt man ſucceſſive x, y und 2, zwiſchen die 
Gleichungen (1) und (2), fo wird man die drey folgenden 
erhalten 

(AB! — AB)y — (CA — C LAD — AD o 
(BC — Be) — (AB — AB)x + BD’ — BD—=o 
(CA — C/A)x = BC’ - By ＋ CD’ cp o 
welche werden 
| yy—bı-+-3?=0...06) 
2 x ＋ 2 O. . (4) 
PEX — 2 e o . (5 
indem man zur Verkuͤrzung 
AB“ — Ab = , CA“ — CA 8, BC“ — BO = 
D! AD = , BD! - B = ;, CD’: OD 
macht. Irgend zwey von dieſen Gleichungen, ſind hin⸗ 
reichend um die Gleichungen (t) und (2) zu erſetzen, und 
enthalten implicite die dritte. In Wahrheit, wenn man 
die Gleichung (3) durch «, die Gleichung (4) durch E, 
die Gleichung (5) durch 7 multiplicirt, und die Producte 
addirt, ſo wird man finden 
. ad B -y2=o, 
ein Reſultat, daß die Subſtitution der Werthe von «, 8 
7 9 4 


> 
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7,8, und e identiſch machen wird, oder was die Ber 


dingung, welche dieſe Groͤßen erfüllen muͤſſen, ausdrucken 
wird, damit die Gleichungen (3), (4) und (5) die a priori 
gegeben find, der nemlichen graden Linie gehören koͤnnen. 

Die Gleichung (3) die die Relation enthält, welche 
untereinander die Coordinaten y und 2, fuͤr alle Puncte 
der vorgegebenen graden Linie, haben muͤſſen, gehoͤrt 
dem Enſembel der Projectionen dieſer Puncte, auf die 


Ebene von y und 2, und iſt folglich die Gleichung der 


Projection der vorgegebenen graden Linie auf dieſe Ebene 
(E. Nr. 4). Man wird auf eben der Art ſehen, daß die 


Gleichung (4), der Projection dieſer graden Linie, auf 


die Ebene der xen und ꝛ7*'8 gehört, und daß endlich die 
Gleichung (5) die, ihrer Projection auf die Ebene der zen 
und 5's if. Wenn zwey dieſer beliebigen Projectionen 
gegeben ſind, ſo iſt die grade Linie gaͤnzlich beſtimmt; 


dieſes iſt durch die vorhergehende Gleichung einleuchtend, 


und weil die vorgegebene grade Linie nichts anders als 
der Durchſchnitt von zwey beliebigen dieſer projectirten 
Ebenen (Ex Nr. 5) iſt, Ebenen, deren Gleichung dieſelbe 
iſt als die, der Projection auf welcher ſie errichtet ſind. 


298. 


Wenn die allgemeine Gleichung der Ebene nicht mehr 
als drey nothwendige beſtaͤndige Größen enthalt, ſo wird 
eine aͤhnliche Anzahl Bedingungen hinreichen , ſie zu par⸗ 
ticulariſiren. 

Wir wollen jetzt ſucceſſive diejenigen von dieſen Ber 
dingungen, unterſuchen, welche ſich am häufigften bes 


gegnen, und werden zu gleicher Zeit die analogen Fra⸗ 


gen, in Beziehung auf den graden Linien, abhandeln. 
R 5 Wir 


’ 


* 
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Wie wollen uns zuerſt vornehmen eine Ebene durch 
drey Puncte gehen zu laſſen, deren Coordinaten x’, 5 2 
* %, a, x, y, 2% find; wir wollen ſucceſſide x’, 
XL, x”, ſtatt &; v Y %, ſtatt y; und 2 2% 2’, ſtatt 
2, in der allgemeinen Gleichung der Ebene 

Ax ＋ BY ＋ C2 ＋ D o 
ſetzen, und es werden die drey folgende Gleichungen 
kommen: 


Ax“ ＋ B)“ ＋ C2“ ＋ D o 

Ax + By)“ ＋ C2“ ＋ D o 

Ax “T! + By“! + Gzit + D= o, 
B 
5 


x ö 0 A 2 A 
vermittelſt, welche man die Größen 5 5 5 beſtimmen 


wird „und man wird finden 
2. X. OE = T 2—⁶ Y- 
v ee e reger 
B XK 20 2¼ ) K (27 — 2½ 2“ —2½ 
fe) ya" = R550 ER xX — “,) ＋ & — * ⁰9 
Es iſt leicht zu ſehen, daß, wenn man die Gleichungen 
der Projectionen einer graden Linie, die durch zwey ges 
gebenen Puncte geht, beſtimmen wollte, man es auf einer 
analogen Art bewerkſtelligen koͤnnte, indem man die Coors 
dinaten dieſer Puncte in den allgemeinen Gleichungen 

x D a2 2, y 2 bz ＋ 5, 
ſubſtituirt, und man wuͤrde folglich finden 


X X“ 7 — 7 . 
— 7 — y „ 
CC 


299. 
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um zu erkennen, wenn zwey gegebene Linien ſich in 
einerley Ebene befinden, oder, was einerley iſt, ſich ſchnei— 
den, ſo muß man gewiß ſeyn, ob die unbeſtimmten Grö- 
ßen x, y und 2, den vier Gleichungen der Projectionen 
dieſer graden Linien (E Nr. 18) gemeinſchaftlich ſeyn koͤn⸗ 
nen. Es iſt aber einleuchtend, daß, wenn man x, y und 
2 eliminirt, eine Gleichung bleiben wird, welche die Ve— 
dingung, ohne welche die Gleichung der vorgegebenen 
graden Linie nicht in denſelben Punct ſtatt finden wuͤrde, 
ausdrucken wird. Wir wollen alſo durch 
x AEC Xx AI N 
b EU 
die Gleichungen dieſer graden einien, vorſtelen, und wer⸗ 
den auf der Stelle daraus ziehen 
az -e=azte', bz EB Sz EB,, 
und eliminirt man 2 ſo wird kommen 
( - (b -h) - = a). 


300. 


Zwey parallele Ebenen haben ihre gemeinſchaftlichen 
Durchſchnitte mit einer jeden coordinirten Ebene, reſpec⸗ 
tive unter ſich parallel (E Nr. 15); wenn aber | 

Ax-+-By+Cz+D=o, AX ＋ NYC DO 
die Gleichungen dieſer beyden Ebenen vorſtellen, fo wer— 
den ihre refpective gemeinſchaftlichen Durchſchnitte, mit 


den Ebenen der ken und 278, und der „s und Re zu 


Gleichungen 
Ax ＋ C2 ＋ Do, AX ＋ CZ ＋ D o, 
By CZ TDS o, BVE CZ TD O 
5 ha⸗ 
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U 


haben, und nicht eher je zwey und zwey parallel ſeyn, 
bis man haben wird 
A A B 8 
s S er ar; 
Zieht man aus dieſen letztern Werthen, die Werthe von 
A“ und B/, fo wird man zur Gleichung * mit der erſten 
parallelen as 


8 (Ax TBC) TDS o, haben. 


Es bleibt D/ in dieſem Reſultate noch zu beſtimmen 
übrig, und wenn man vorausſetzt, daß die geſuchte Ebene 
durch einen Punet gehen ſoll, deſſen Coordinaten x“, y’ 
und 2 find, fo wird man haben 


* 5 
55 (Ax’+By’+Cz’) +D/=o; 


zieht man dieſe Gleichung von der vorhergehenden ab, 
fo wird D' verſchwinden, und dividirt man alsdann durch 


8 ſo wird kommen 

A (K XY BC Y -) CG. 
Es iſt nicht, zu ungelegener Zeit zu bemerken, daß, wenn 
man A, B. C als beliebige Größen betrachtet, die obige 
Gleichung allen Ebenen, die durch den vorgegebenen 
Punct gehen, gemein ſeyn wird. 


Weil zwey grade Linien parallel ſind, wenn ihre Pro⸗ 
jectionen auf einer jeden der coordinirten Ebenen reſpec⸗ 
tive parallel (E Nr. 20) ſind, ſo werden ihre Gleichun⸗ 
gen, in dieſen Fall, von der Geſtalt 

xXx SAZ ＋ 21 sau 
y=bz + BJ % y=bz-+-P‘) 


ſeyn. 
Wenn 
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Wenn die zweyte durch den Punet gehen ſoll deſſen 
Coordinaten *“ y! und z find, fo wird man, um « und, 
£ zu beſtimmen die Gleichungen 

*, Sas! el, und 5% = bz - 
haben, woraus man ziehen wird, wenn man ſo wie jetzt 
zu Werke geht 
Xx -S οα⁰ (Z- 20), y- b(z — 20. 


N 


5 301. 


Um die Gleichung einer auf einer gegebenen graden 


Linie perpendicularen Ebene zu finden, fo muß man ſich 
erinnern, daß die gemeinſchaftlichen Durchſchnitte dieſer 
Ebene, mit einer jeden der coordinirten Ebene auf den 
Projectionen der gegebenen graden Line (E 5 32) hie 
pendicular find. Es ſeyn 
x ange, y=bz+B 
die Gleichungen dieſer graden Linien, und 
Ax ＋, By ＋ Cz D = . 
die, der geſuchten Ebene; die gemeinſchaftlichen Durch⸗ 
ſchnitte dieſer letzten auf der Ebene der xen und 2's und 
det y's und 28 werden durch 
Ax ＋ Cz ＋E D o oder . 
A A 
C2 D 


By ＋ cz ＋ D So oder F Sr = 


vorgeſtellt werden, und damit dieſe graden Linien per» 
pendicular auf den Projectionen der gegebenen graden Li— 

nie ſind, ſo muß man haben 
5 A B 
ao b 8 (Nr. 199). 
Subſtituirt man die Werthe von A und B, die aus dies 
8 ſen 
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ſen Gleichungen gezogen ſind, in die Gleichung der ge⸗ 
ſuchten Ebene, fo wird mau haben 
C (ax ＋ by ＋ 2) ＋ D S0; 
und wenn diefe Ebene durch den Punct deſſen Coordina⸗ 
ten & y und 2 ſind, gehen ſoll, fo wird ihre. Gleichung 
a — *) ＋ by - 0 tz —z d werden. 

Wenn die Gleichung der Ebene gegeben waͤre, und 
man die Gleichung der graden Linie, die auf ihr perpen- 
dicular iſt, forderte, ſo muͤßte man alsdann an der Stelle 
von a und b, die hier oben gegebene Werthe, ſetzen; es 
wuͤrde kommen 


‚ A 
* U Y = 


fuͤr die Gleichungen der graden Linie, N auf 
der Ebene die durch 

Ax ＋ B/ ＋ CZ ＋ D 
vorgeſtellt, und durch den Punet zu gehen, deſſen Coor⸗ 
dinaten x y’ und z’ find, unterworfen iſt. 


302. 


Die Entfernung des Punctes 14 (Fig. 44) deſſen Coor⸗ 
dinaten x, y und 2, beym Urſprung A find, hat zum 
Ausdruck BR 

VX Ty +2’ (E Nr. 24). 
Dieſes Führt uns naturlich zur Gleichung der Kugel⸗Ober⸗ 
flache; denn alle, in ihr enthaltenen Puncte muͤßſen gleich 
weit von ihrem Mittelpunct entfernt ſeyn, und wenn 
man annimmt, daß der Mittelpunct, ſelbſt beym Urſprung 
der Coordinaten iſt, ſo wird die Gleichung 

X* ＋ 7 + ee 

für einen beliebigen Punct der vorgegebenen Oberfläche, 
ſtatt finden. 

: Wenn 
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Wenn die Coordinaten des Mittelpuncts x’, / und 
2! ſeyn werden, fo wird man haben 
d @- Hg -= e - =, 
bezeichnet m dieſen Punct und nimmt man 
PO = pm‘, MN = m'm 

fo werden die rechtwinkligen Dreyecke m’OM’ und mNM 
geben 

mM“ — 005 = M/ O“, mM = mN* + M-; aber 
mO=x—x’ Mass „ MN=z7—7z,: mN=m'M’, 
und folglich wird die Entfernung beyder Puncte m und 
M, zum Ausdruck haben 


Vıx — x) +y-y) RESTE 


303. 

Das Vorhergehende, führt ung auf eine fehr einfas 
che Art, zum Ausdruck vom Eofinus des Winkels, wel⸗ 
chen untereinander zwey gegebene grade Linien machen. 
Es ſeyn 

x—x=a(z—z')] 

y-y=ba@a-)) y-yaba-z)) 
die Gleichungen der Projectionen dieſer graden Linien, 
die ſich in dem Punct ſchneiden, deſſen Coordinaten x', 
y’ und 2“ find; wenn man ſich einbildet, daß ſie ſich pa⸗ 
rallel mit ſich ſelbſt bewegen, bis daß ihr Durchſchnitts⸗ 
punct ſich beym Urſprunge befindet, fo wird ihr Winkel 
ſich nicht verändern und die obigen Gleichungen werden 
ſich auf 


Rx X “z — 2) 


sea) et 


ee ne reduciren. 


Wir wollen jetzt eine Kugel annehmen die ihren Mit- 
telpunct beym Urſprunge hat, und deren Radius durch r 
vor⸗ 


= 
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vorgeſtellt iſt; ſo wird die Entfernung der Puncte, wo 
ihre Oberflache eine jede der Seiten des geſuchten Wins 
kels ſchneiden wird, ohnfehlbar die Sehne dieſes Winkels 
ſeyn. Man wird die Coordinaten des Begegnungspunctes 

der erſten graden Linie mit der Kugel- Oberflache finden, 
indem man K, y und durch die Gleichungen dieſer gra⸗ 
den Linien, und durch die der Kugel beſtimmt; und folg— 
lich haben 


ar br 
X — $ — e ee e, 
VITA Ab Viı+ 2 Tb“ 

1 


F 
Vı-Ha’4+-b? 


nennt man x’, y! und z’, die Coordinaten des Begegnungs⸗ 


- punctes der zweyten graden Linie mit der Kugel-Ober⸗ 


fläche, fd wird man auf eben die Art haben 


ar bir 
— . ya ———— 
FVI Ta“ +b" FIT b“ 
F 
Yıra? TD 


Der Yusdru des Suodratt der Entfernung dieſes Punc⸗ 
tes vom vorhergehenden, wird ſeyn 

8 (* - K ＋ - MD ＋ (2 — 207% 
ſetzt man darin an der Stelle von x — x, y— 5“ und 
2 — 4, ihre Werthe, fo wird man nach den Reductionen 
zum Reſultat finden, 


2 (=: 20 + aa’ + bb ) 
Varta) f b 
Man weiß aber, daß das Quadrat der Sehne eines be— 
liebigen Winkels V, gleich iſt dem Product des ſinusverſas 


multiplicirt durch den Durchmeſſer; man wird alſo 


301 — cof v) 2 — 2c f f 
1 fuͤr 
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für den Werth dieſes Quadrats haben: vergleicht man 
dieſes mit den weiter oben gefundenen Ausdruck, worin 
man r = I machen wird, fo wird kommen 
V = 2 , 33 
5 VITA Tb ＋ 5 
Es iſt leicht, davon abzuleiten 
V(ab- ab’) ＋ (a! ah +(b— b 
VC ee, 
Damit die zwey vorgegebenen graden Linien perpendieu⸗ 


lar ſind, muͤßte man haben eofV =o, und folglich 
1 T aa ＋ bb! o. 


ſin v 


30g. 


Der Coſinus des Winkels den zwey gegebene Ebenen 
untereinander machen, leitet ſich unmittelbar vom Aus⸗ 
druck den man ſo eben gefunden hat ab, den dieſer 
Winkel iſt gleich dem, welchen zwey grade Linie bilden; 
die perpendicular auf jedem der vorgegebenen Ebenen, 
durch einen beliebigen Punct ihres gemeinſchaftlichen 
Durchſchnitts (E Nr. 46) geführt find. Wir wollen die 
Gleichungen dieſer Ebene durch 

A EEX ECD O ANL EBV! ＋ D“ DEO 
vorſtellen; wenn man annimmt, daß ſie ſich parallel mit 
ſich ſelbſt bewegen, bis, daß ſie zum Ueſprung der Coor⸗ 
dinaten gelangt find, fa wird ihr Winkel ſich nicht vers 
ändern, und ihre Gleichungen werden ſich reduciren zu 

Ax + By ＋ C2 = O Av, HB Ha mo; . 
die Gleichungen der graden Linien, welche man ſenkrecht 
auf einer jeden von ihnen, durch dieſen Punct fuͤhren 
wird, werden ſeyn (E Nr. al Fe 

II. Theil. S x 


— 
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R e 
** ren 
3 
A za A G 


Subſtituirt man im Ausdruck des Coſinus , ſtatt a und 

b, a“ und h/, die Werthe, welche dieſe Gleichungen geben, 

ſo wird kommen 
0 AA ＋ BBT CC’ 

; VDC (A +B° 409) 

Wenn eine der vorgegebenen Ebenen, die zweyte z. B. 

die Ebene der ken und 5's wäre, für welche man immer | 

2 = o hat, fo ift es einleuchtend, daß A’ und B’ in dies | 

ſer Vorausſetzung Rull werden, und daß coly ſich vedu 

cirt zu 5 


coſ v = 


F 
Man wird auf eben der Art finden, daß der Coſinus des 
Winkels der durch die erſte vorgegebene Ebene, mit der 
Ebene der xen und 2s gebildet ift, fuͤr welchen man 
1 2 o, R/ o und e“ o hat, 
m N, 
AR 
ſeyn wird; und daß der Coſinus des Winkels derſelben 
Ebene mit der Ebene der 5's und 2˙8, für welchen o, 
BHE, G d iſt, 


1 


A — 

VOC 

ſeyn wird. In dem Fall wo die beyde vorgegebene Ebe⸗ 

nen untereinander perpendicular ſeyn wuͤrden, wuͤrde 
man haben cofV = o, und folglich 

AM BR CC“. 


* 


. v ˙ — 
— — 
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305. 

Mit dieſen Preliminarien wurde es leicht ſeyn alle 
Fragen, welche der erſte Theil der Eſſais de Gëomẽétrie etc. 
enthält, aufzulöfen. Da aber die Fänge der Bahn, die 
ich zu durchlaufen habe, in dieſe Details mich einzulaſſen, 
nicht erlaubt, fo werde ich mich begnügen eine Auflöͤſung, 
durch die Differentialrechnung, von der Aufgabe anzuzei⸗ 
gen, wo man verlangt die kuͤrzſte Entfernung von zwey 
graden Linien (E Nr. 57) zu finden. 

Es ſeyn x, y und 2 die Coordinaten eines beliebigen 
Puncts der erſten gegebenen graden Linie, und x’, 5“ 
und / die eines Punctes, der nach Willkuͤhr auf der 
zweyten graden Linie genommen iſt; wenn im Ausdruck 
der Entfernung dieſer Puncte, 


us Ve- ee, 
iſt, fo ſetzt man ſtatt x und y, x’ und 5 ihre Werthe 
die aus den Gleichungen der vorgegebenen graden Linie 
gezogen ſind, die wir durch N 
xX D a ＋ 0) * S ala! ha 
7 = bz ＋ 5 „* S bz“ ＋ 5% 
vorſtellen werden, man wird haben 
u e ee — bz eee. 
Die Frage wird alſo darauf reducirt ſeyn, die Werthe 
von 2 und 2“ zu finden, die die Größe u zu einem Mi⸗ 
nimum machen. Wenn man die in der Nr. 154 ange⸗ 
* Regel anwendet, ſo wird man haben 


du d u 
er zen 


woraus man die Gleichungen 
(a2 als, Hat (ba bas! Ab 
(42 — aA - a (bz bz Bm Nο⁵ . 2 O 
5 S 2 ziehen 
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ziehen, und duech deren Huͤlfe man die Unbekannten z 
und “ beſtimmen wird. Subſtituirt man die Reſultate 
in u, fo wird man den Aus druck der kuͤrzſten geforderten 
Entfernung finden, und zieht man nachher die überein: 
ſtimmenden Werthe von x und y und x’ und y’ zuſam⸗ 
men, fo wird man die Coordinaten des Punctes haben, 
wo die beyde vorgegebenen graden Linien ſich am meiſten 
naͤhern. 


306. 


Ich laſſe bemerken, daß die Betrachtung der Maris 
ma und der Min im al ſehr einfach, zur Gleichung einer gra⸗ 
den Linie die perpendicular auf einer gegebenen Ebene iſt, 
führen kann Es iſt evident, daß, wenn x, y und z, die 
Coordinaten des Puncts find, wo die Perpendiculare, 
die vorgegebene Ebene begegnet, und x, y’ und 2/die des 
feſten Puncts durch welchen man ſie führt, ſo muß die 
Entfernung beyder Puncte a 

u VR = * T Y - , T U 255 
ein Minimum ſeyn. Im gegenwärtigen Falle ſind die 
Größen 3%, y’ und 2“ beſtaͤndig, aber die drey veränder⸗ 
lichen Größen x, y und 2 ſind untereinander durch die 
Gleichung der gegebenen Ebene, 

1 Ax ＋ By ＋ C2 . DS 
verbunden; man konnte alſo, davon eine, vermittelſt dies 
fer. Gleichung, eliminiren; jedoch wird es einfacher ſeyn 
den Ausdruck von u zu differentiicen, indem man eine 
von dieſen veränderlichen Größen z. B. 2, als Function 

der beyden andern, betrachtet; man wird auf der Art 
finden > 
sr ta nme. . 9 55 S o. 


Man 
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n 1 5 
Man wird, um = und = zu beſtimmen, die Diffe⸗ 
U d& 7 


rential⸗Gleichungen der vorgegebenen Ebene, nemlich ! 


A ge 8 B. ＋ K. ud 
dx 
haben, welche geben werden 
47 A dz 5 
2 rg: A ) 
und folglich 5 
* * 42 e 


fo wie in der (Nr. 301). 
Die Länge der Sees wird, in e auf 
dieſe Werthe, 
— 2 / — 
, 
werden, da aber die Gleichung der Ebene unter der 
Geſtalt 
ACX TBO VO ο N ＋ c D=0 
gebracht werden kann, fo wird man daraus x — xt und 
y— / vermittelſt der hier oben gefundenen Werthe weg⸗ 
ſchaffen und es wird kommen 
—.— D 
nA +B° c* 
ſubſtituirt man in u, fo wird kommen 
r 


BET 


5 
9 


307. 
Von den krummen Oberflächen der zweyten Ordnung. 
Die Oberflächen fo wie die Linien, find, nach dem 
Grabe ihrer Gleichungen, in Ordnungen, eingetheilt; die 
ae Ebene 
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Ebene iſt die Oberflaͤche der erſten Ordnung, weil ihre 
Gleichung nur bis zum erſten Grad ſteigt. Die Oberflä- 
chen der zweyten Ordnung ſind alle in der Gleichung 
Ax’+By°--Cz’+2Dxy-+2Exz LaF yz f 

+26x + 2Hy T 2K Z 3 e 

> a 
begriffen, welche die allgemeinſte iſt, di man im zweyten 
Grade, mit den drey unbeſtimmten Größen x, „ und z 
bilden kann. 

Loͤßt man dieſe Gleichung in Beziehung auf eine von 
ihnen z. B. 2, auf, fo wird man finden 
Ex--Fy TEK 


eat = V LE?—AC)K”+(F?—BC)y’-+ 


- Z(EF—CD)xy-H2EK—-CC)x+2(FK—CH)y-+K*’+-CL?]. 
Dieſes Reſultat lehrt uns, daß, mit denfelben Punct der 
Ebene der xen und y's, zwey Puncte auf der vorgegebe⸗ 
nen Oberflache uͤbereinſtimmen, und daß folglich ein je, 
der Werth von 2, durch die Subſtitution aller möglichen 
Werthe von x und 5, einen Theil der Oberfläche hervor, 
ringt, welcher in Beziehung auf der ganzen Oberflache, 
daß iſt, was die Zweige einer Curve in Beziehung auf 
dieſer Eurve find: Ich werde dieſen Theilen den Nah: 
men Lappen (Nappes) geben. 


Man wuͤrde ſich ſchwerlich einen Begriff von der 
Geſtalt machen, die eine Oberfläche deren Gleichung man 
hat, annehmen ſoll, wenn man davon nur die iſolirten 
Puncte betrachtete; man bildet ſich aber an ihrer Stelle 
eine unendliche Anzahl Sectionen ein, die in dieſer Ober⸗ 
flache durch Ebenen gemacht find, welche man mehrerer 
Einfachheit wegen, parallel mit einer der coordinirten 
Ebenen annimmt: 

Da 
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Da die Wege dieſer verſchiedenen Curven bekannt 
find, fo prägt ihre Lontinuitaͤt dem Geiſte das Bild der 
vorgegebenen Oberfläche ein. 

Selbſt die Natur der Gleichungen zu drey unbeflimms 
ten Größen führt zu dieſem Verfahrenz denn indem man 
z. B. 2, als eine Function von * und y betrachtet, um 
daraus mit Ordnung die verſchiedenen Werthe zu finden 
ſo muß man begreiſen, daß, man mit jedem willkuͤhrli⸗ 
chen, der veränderlihen unabhängigen Größe * gegebenen 
Werth, alle diejenigen uͤbereinſtimmen laſſe, welche man 
zu gleicher. Zeit der andern veraͤnderlich unabhängigen 
Große y geben kann, und daraus wird für denſelben 
Werth von x, eine unendliche Reihe von Werthen von 2 
entſtehen: wiederhohlt man daſſelbe für jeden Werth von 
*, ſo hat man eine unendliche Anzahl dieſer Reihen und 
es iſt leicht zu ſehen, daß eine jede von ihnen, mit eine 
Section übereinftimmt, die durch eine Ebene gemacht iſt, 
die mit der Ebene der 5's und 2s parallel iſt, weil man 
darin 4 als befändig vorausfigt (Nr. 294). 


Die folgende Tabelle wird vollkommen die Relatie⸗ 
nen, welche untereinander, die ſo eben genannten Reihen 
haben, begreiflich machen. 


— — — pen 
1 700 7777 
. 
17 U 
X 2 " 2% zen 8 
7 


a 
— — — 4 — — 1 — 
‘ 
xl z 2% [%% J zum 
2) | m 3. 10 
1 0 2% 2“ 2% zum 
4 ü ZU 757 en 
I 20 2“ [ zur | zen 
77 un; Ar) FIITE 
> — — — 
x 4 * . . * 
—— ——— en 


* 


S 4 Da 
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Da x N * V, K, . . . die verſchedene Werthe welche 
der veraͤnderlichen Größe x gegeben find, und 5 % 
% y! die von , welche gänzlich unabhängig von den 
erſtern ſind, bezeichnen; ſo bilden die in jeden horizonta⸗ 
len Streifen enthaltenen 2's die Reihe der Werthe, wel⸗ 
che diefe Function, durch die Combination aller moͤgli⸗ 
chen Werthe von y mit den an der Spitze dieſes Strei⸗ 
fens geſtellten Werth von x enthält. Man könnte die 
vorhergehende Tabelle nach vertlcalen Colonnen betrach— 
ten; man hätte alsdann in einer jeden die Reihe der 
Werthe von 2, welche aus der Eombination von einerley 
Werth von y mit alle moͤgl, che Werthe von x, hervor⸗ 
gehen. Macht man in der Gleichung (i) x = , fo re-. 
ducirt ſie ſich auf 
e . TE + 2 Hy T 2K LE 
eine Gleichung die der Linie der zweyten Ordnung ange⸗ 
hoͤrt, nach welcher die vorgegebene Oberfläche die Ebene 
der y's und 2’8 begegnet. Giebt man nachgehends an 
in der Gleichung (m) verſchledene beſtimmte Werthe, fo 
werden daraus noch Linien der zweyten Ordnung entſte⸗ 
hen, welche ſich in Ebenen die mit den erſtern parallel 
find, befinden. Die Vorausſetzung von 5 Sd in der 
Gleichung (1), wurde die der Linie der zweyten Ordnung 
hervorbringen, welche die Section der vorgegebenen Ober⸗ 
fläche, mit der Ebene der xen und 28 ſeyn wuͤrde, giebt 
man nachher any verſchiedene beſtimmte Werthe, fo 
würde man ſucceſſive alle Section finden die mit dieſer 
parallel ſind. Es geſchieht vermittelſt der Graͤnzen dieſer 
verſchiedenen Sectionen, daß man die, der vorgegebenen 
Oberflaͤche erkennen würde; ehe man aber dieſe umſtaͤnd⸗ 
liche Zergliederung beginnt, muß man die Gleichung (1) 
vereinfachen, welche, indem man gehörig die Lage der coor⸗ 
8 dinir⸗ 
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Enten Ebenen verändert, ſich ſehr reduciten kann, ohne 
von ihrer Allgemeinheit etwas zu verlieren: denn eine 
Oberfläche hat, ſo wie eine kinie, eine unendliche Anzahl 
verſchiedener Gleichungen, nach den verſchiedenen Lagen 
der Apen auf welchen man ſie beziehet. Wir wollen uns 


alſo mit der Transformation der Coordinaten beſchaͤf⸗ 
tigen. 


308. 
Wenn man nur die Stelle von dem Urſprunge ver⸗ 
aͤndern wollte, und man die neuen coordinirten Ebenen 
mit den erſtern parallel vorausſetzte, fo würde es hinkei⸗ 
chend ſeyn f a h 
ee yaey+b, 5 
zu machen. > 
Ich will hier mich nicht in den Fall einlaſſen, wo 
ſich die Richtung der Axen auf eine beliebige Art ver⸗ 
andert; ich werde mich begnügen Formuln zu geben, um 
von einem Syſtem, der, unter ſich perpendicularen Coor⸗ 
dinaten, zu einem andern Syſtem von derſelben Art, 
aber in Beziehung auf den erſten nach Wellkühr geſtellt, 
uͤberzugehen; und un die reſpective Lage der primitiven 
coordinirten Ebenen, und derjenigen, welche man an ihre 
Stelle ſetzt, auszudruͤcken, ſo werde ich vorausſetzen, daß 
man die Gleichung der einen in Beziehung auf 1555 ans 
dern, hat. 
Es ſey alſo t, u 185 v, die neuen Coordinaten wel⸗ 
che ihren Urſprung auf denſelben Punct haben als x, y‘ 
und 27 
At +Bu +Cv =o Gleichung der Ebene der 7s und =, 
At! TB/ꝰuh CV -- ur — xen und 2˙8, 
At TBVuYC“V/ o = — = xen und 5's. 
S 5 Be⸗ 
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Betrachtet man jetzt einen willkuͤhrlichen Punct, ſo wird 
man leicht ſehen, daß die von dieſem Puncte auf jeder 
der obigen Edenen berabgefallene ſenkrechte Linien, reſpec⸗ 
tive gleich ſehn werden, mit den primitiven Coordinaten 
* „ und 2, dieſes Punctes (Rr. 294); nennt man alfo 
te, u“ und », ihre Coerdinaten im zweyten Syſtem, fo 
wird man durch Nr. 306 haben, 5 
e + or | 


4 — 
VE +3 +0 
„ e e e 
V + 87 ＋ c” 
5 ch Aare + E Blut un Guy! 


Ver +87 e 
Dieſe Werthe nach der Bemerkung welche die zg5fte Nr. 
beſchließt, werden drey uͤberſluͤßige beſtaͤndige Größen 
enthalten, dergeſtalt, daß man eine ähnliche Anzahl der 
neun Größen A, B, C, A, Bu, C A, BI c, gleich der 
Einheit vorausſetzen könnte; aber es wird ſymmetriſcher 
ſeyn die drey folgenden Gleichungen zu fegen 
A. ＋ * +€ 211 
AB" e 1 00 
. A* + B + 02 — 14 
und weil die primitiven coordinirten Ebenen untereinan⸗ 
der perpendicular find, fo wird man noch haben (Nr. 304) 
AA“ ＋ BBC CC =o 
5 AA“ ＋E BB CC = 0 (2) 3 
AA —— BB’ +ccH=o 
woraus man ſieht, daß nur drey beftändige Größen übrig 
bleiben werden, mit welchen man wird disponiren füns, 
nen, um, in Beziehung auf den alten Coordinaten, die 
Lage der neuen zu beſtimmen. Macht man von der 
Glei⸗ 
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Gleichung () Gebrauch, fo kommt 


x = — At — Bu“ — C 

* At- - Bu — C 

2 2 A/; / — BC u! 8 C 
309. 


Man kann ſich noch zur Aufſuchung der Werthe von x, 
y’ und 2/ einer derjenigen ähnlichen Betrachtung bedie⸗ 
nen, von welcher wir ſchon in (Nr. 211) für die Trens⸗ 
formation der Coordinaten auf einer Ebene Gebrauch ge⸗ 
macht haben. Es iſt leicht zu ſehen, daß die Coordinaten 
x, y und 2 nicht in 4% u“ und »“, auf einer allgemei⸗ 
nern 8 als die Folgenden ausgedruͤckt werden konnen; 

i ＋ But + 7 

y' = 47 t + fu’ E 

20 t! + Aryl ＋ „ul, 
denn nur ein einziger Werth der Größen *“, „/ und 2, 

darf nur mit einerley Werth der Groͤßen t“, u“ und vi 

uͤbereinſtimmen, und umgekehrt. Iſt dieſes feſtgeſetzt, ſo 
wird das Quadrat der Entfernung des vorgegebenen 
Puncts vom gemeinſchaftlichen Urſprung der beyden Sy⸗ 
ſteme der Coordinaten, in den erſten durch x&*＋y5 = +2 
und in den zweyten durch t“ + u“ + » ausgedruͤckt 
ſeyn; ſetzt man für x‘, y/ und 2“, die, hier oben feftge: 
ſetzten Werthe, fo wird man wie in der Nr. 211 zwey 
Ausdruͤcke haben, welche identiſch ſeyn ſollten, was auch 
t, u“ und “ ſey, nemlich: 
(at! gu! ＋ (alt Buy CTT, 
und Eu v“. 
Entwickelt man die erſte, und vergleicht man die homo⸗ 
logen Glieder der einen und der andern, ſo wird man 
die ſechs Gleichungen finden, 


® 
—— 
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“tut CAA II Rh ugs 

Pr +? e +@) ‚ter at, 10% (0. 

7 „-C er Leo. 
welches ſehen laͤßt, daß, von den neun beſtaͤndigen Groͤ⸗ 
ßen, die in den allgemeinen Ausdrucken von x’, 5 und 
2“ hineinkommen nur drey unabhängig ſind. 

Die Vergleichung der Werthe von K y und 20, mel: 

che in dieſem Artikel feftgefegt find, mit den erſtern im 
vorhergehenden Artikel giebt, 


BEA —B 
IM Sep mem em er —— | 
RB ＋ = A B. + C. 
— a; 
VE ER+o’ 
9 u Bl 
2 — rg 8 „ —— 
Va B VN 
e 
F 
; AN — pr 
ET re — 
Varrs er Varıp cr 
lm er ’ 


t Varta Heu? 
woraus man ſieht, daß s und 5 negativ genommen 
die Coſinus der Winkel find, welche die Ebene der 58 
und 2's mit einer jeden der neuen coordinirten Ebenen 
(Nr. 304) macht, daß es ſich eben fo mit , A und 5, 
verhält, für die Ebene der xen und 's. 9575 

Wenn man die vorhergehenden Ausdruͤcke von „ at 
u. ſ. w. in den ſechs Bedingungs⸗Gleichungen ſetzte, die, 
zwiſchen dieſe Groͤßen gefunden ſind, ſo wuͤrde man zu 


neue Relationen zwiſchen A, B, u. ſ. w. kommen, Rela⸗ 
tionen 


* 
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tionen welche man auch unmittelbar aus der Combinatien 
der Gleichungen (2) ableiten koͤnnte, aber auf einer we⸗ 
niger bequemen Art. Wenn man, mehrerer Einfach heit 
wegen vorausſetzt, daß, die willkuͤhrlichen Gleichungen (1) 
ſtatt haben, ſo hat man auf der Stelle 


* = A, % . — A, / g — Aa, 

Kae 84 - 50, Bm — Br, 

7 = E, * = - C, ya Cl., 

woraus man ziehen wird ET 
ATA EN i AB-FABIFAUBU 0) 
Ba B' B“ = 2,65) ACT A/C AC e o 566 N 
c , CT BCN NO o. 
310. 


Aus den Ausdrücken von % y’ und 2½ die im An⸗ 
fange dieſes Artikels gegeben find, kann man die von , 
u’ und »“ auf zwey verſchiedene Arten ziehen, und indem 
man die Reſultate einander nähert, gelangt man noch zu 
neue Relationen zwiſchen den Größen «/ 4, u. ſ. w. In 
Wahrheit, wenn man die Werthe von x’, „% 2, tefpectis 
ve 1) durch , 4 a, 2) durch 6, % %, 3) durch v, 
7% 7% multiplieirt und die drey erſte Refultate zuſam⸗ 
men addirt, es eben fo mit den drey letzten macht, ſo 
wird Kraft den Gleichungen (3) und (4), kommen, 

t, aN uy taz 

u! kx! + 8050 + plz! | 

„ A* T %) T “. 5 
Subſttalte man dieſe Werthe in dem Ausdruck t“⸗Tu“ = 
“e, und vergleicht ſolchen nachgehends mit X. 7% T 
ſo würde man die ſechs Gleichungen re 
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er +? +y°=1ı 1 4 Hop T mon 
% S N= rm a4, / N mo I (00 
tz S el J aB 


in welchen die Gleichungen (1) und (2) von (Nr. 309) 
eingehen. 1 

Berechnet man directe die Werthe von e, w und v/, 
durch die Aufloͤſung der Gleichungen vom erſten Grades 
zwar + BU CNV“, yl alt Tu, zt ο,,uQ0ᷣ , 
und wenn man zur Abkuͤrzung macht 

dB -g E= Sag - Biy, 
fo wird kommen 
ler er 786707 ＋ 5 (By En 75) ＋ 27 (By! zes 98°) 
CC 


au 3 (al — ya) + Ca — ya") + 20 ( a 7 3 
i Tr TOR DEEERER SsaurEmGEs orten 


5 x (ap! -g But — S. Ce) - 

7 
vergleicht man die Coefficienten der Größen & y’ und 
2, in dieſen Werthen, mit denen, die mit ihnen in den 
vorhergehenden übereinftimmen, fo wird man die folgen⸗ 
den neun Gleichungen bilden 

E - de, Blr — v , BY e de 

- g, ay — N g, a n 

60,5. — B =, a - Bl Y, 45 g Q . 
Wenn man die Quadrate der drey Gleichungen, welche die 
erſte Linie bilden, zuſammenaddirt, fo wird man finden 
BE YA. (a “a a 93 
die erſte Hälfte von dieſem Reſultate kann unter die Geſtalt 

(HB Hp) (ehrt) - ( Y S 
geſetzt werden, und redueirt ſich auf die Einheit, fo wie 
der Coefficient von 9°, in der zweyten Hälfte vermoͤge der 
Gleichungen (3) und (4): man hat alſo 1 = 3 Man 
koͤn⸗ 
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koͤnnte daraus ſchließen ) ; jedoch iſt es leicht ſich zu 
verſichern, daß dieſe Größe: pofitiv ſeyn muß / denn in⸗ 
dem man die neuen Coordinaten mit den primitiven Coor⸗ 
dinaten ſich decken laͤßt, d. h. indem man vorausſetzt, 
daß t“ S x, u“ = „“ und „/ 2 2½ iſt, fo hat man 
f 4 1 SC, l 

die andern beftändigen Coefficienten werden Rull, und 
die Große die ? vorſtellt, wird zu ＋ 1. 

Die Beſtimmung der ſechs uͤberftuͤßigen Coeffieienten, 
vermittelſt der drey andern, wird immer geſchehen koͤn⸗ 
nen, indem man die verſchiedenen Relationen, welche wir 
im Vorhergehenden gefunden haben, zuſammen verbindet, 
und die Eleganz des Reſultats wird von der Wahl der 
Data, und von der Geſchicklichkeit die man in den Re⸗ 
ductionen angewandt haben wird, abhangen. Ich kann 
mir nicht in dieſe Details einlaſſen, und verweiſe deshalb 

den Leſer zu Lagrange's analytiſchen Mechanik. 

Ich bemerke jedoch, daß Monge indem er, die 
Coefficienten , 5 und “ als die Data nimmt, und 


2 ep eM 
1 te=- . — 5 e N 
1 — 2 ＋ 8“ — 5 = P 
FFF 


macht, gefunden hat, 


25 l +YNMQ, a. VNG VN, 
oy'=VeQa+ VNN 


. - Vie 27 N=, 
2% =YPQ—YMN. *) 


” Zu dieſen Werthen kann man folgendergeſtallt gelangen; 
Man hat durch die Gleichungen (3), Seite 284 / und die 
Gleichungen (7), Seite 286, 


* 


Die N 
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Die Symmetrie dieſer Refultate if eine Folge von de: 
nen der gegebenen Groͤßen, in welchen ſich ein Coefficient 
einer jeden der neuen Coordinaten, in einen jeden der 
Werthe der primitiven Coordinaten genommen, befindet. 
Es iſt leicht zu ſehen, daß, wenn drey der Größen M, N, 
p und Q gegeben find, fo iſt es die vierte auch, denn 
man hat die Gleichung f * 
4A = MTNTP＋ d. 

In den Fall wo man ſich vornehmen wuͤrde, nur die La⸗ 
ge der beyden Axen zu veraͤndern, muͤſſen ſie, auf daß 
fie untereinander perpendicular blieben, nicht aus der ih⸗ 
nen gemeinſchaftlichen coordinirten Ebene herausgeh en, 
und alsdann wuͤrde die, auf dieſer Ebene perpendieulare 
Coordinate, dieſelbe in den beyden Syſtemen ſeyn. Wir 

a i wollen 


ya’, nt, Ia %; 
die zwey erſten von dieſen, geben — 
i a? + Bß? 1 y'? + yır, 
und fest man für 5“ ihren Werth, ſo kommt 
a‘? + —ı1-— 8 * 8 
wenn man aber 9 = 1 in den 3 von Seite 286 
macht, ſo findet - 
ap — pe’ = „ woraus A == 2ap! — all 
dieſes Reſultat von der obigen Gleichung fueceſſive, adbirt 
und abgezogen, giebt . 
a TB. a2 Ee aaf, 
a EB a BDI 5e _ gag! g K %, und 
S VYICU I-90 = ( -H =I (144—7— 5) 
Ger] 
—ay[atr)—(e + By] =V[(ıt art") 
g (I- -)]. 
welches zu den zwey erſten Ausdrücken der eittirten Seite 
fuͤhrt, und hinreicht zu zeigen, auf welche Art man zu den 
andern kommen könnte, 
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wollen vorausſetzen, daß gefordert würde die beyden ein? 
zelnen Coordinaten x und , zu transformiren, man wird in 
dieſem Falle “ = 2“ haben, welches geben wird o, 
Br =o und % 1; und da x’ und 5 von » unab⸗ 
hängig ſeyn ſollen, fo wird kommen „ = o, o, 
dieſe Hypotheſen in den Gleichungen (7) und (8) einge⸗ 
führt, reduciren ſolche zu den 3 folgenden 

"Harn, 62 8% o, 28 F s, = o, 
welche denjenigen aͤhnlich ſind die man Seite 111, zwi⸗ 
ſchen m und n, p und q, gefunden hat: es wird alſo 
daraus hervorgehen 

x Dt - Bu, y“ t, ＋ aul, a2 B22 


f 11. 

Wir wollen zur a ente Gleichung der Oberflaͤ⸗ 
chen, der zweyten Ordnung, zuruͤckkehren, 
Ax! ＋ By + C DRY E AExz ＋ 272 

+26x H2Hy 2K 00 (a) 
mir 
und darin x ＋ a ſtatt x, 5“ + b ſtatt y, und 2“ ＋ 6 
ſtatt 2, ſetzen, ſo wird kommen 
Ax“ EB TEC “TDT LAEX ZAC AEN“ 2 
Tax (Aa D T ECHO) TA (BbH Da- Fe- CH) 
+ 22'(Co+Ea+Fb-++-K) \ . . (a) 
Aa Bb Ce! T 2Dab-EZEac-CZFbe Ga 
HaHb+2Kc—L* | 

Man wird die Größen a, b, e, dergeſtalt beſtimmen koͤn⸗ 
nen, daß man die mit x‘, 5/ und 2/ behafteten Glieder 
verſchwinden laſſen kann, welche die zweyte Zeile bilden 
indem man die Gleichungen 
Aa ＋ Db ＋ Ec TGS 0 
Bb ＋ ba 4 fe HO H . l ſegzt. 
ce ＋ kA ＋ Fb K „ 
N, Theil. T Wenn 


— 
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Wenn man die erſte durch a, die zweyte durch b, und 
die dritte durch e multiplicirt, und ihre Summe von der 
vorhergehenden Gleichung abzieht, nachdem man die 
zweyte Zeile ausgeloͤſcht hat, ſo wird bleiben 
Ax EBV CZ C ADN ECOEN ! TaEF“. 7 

+ Ga 4 Hb EN 120, 
Wir haben nur die Lage des Urſprungs verändert; wir 
wollen jetzt den Axen eise andere Richtung; geben, ins 
dem wir 

at I au , , t EA uE und t Krtv 
für x’, 5“ und 2/ſetzen; wir werden ein Reſultat von 
folgender Geſtalt haben 

re bes Nee 8 
178 1 ö 
Weil die Transformation die wir ſo eben ee. haben, 
drey beftändige willkuͤhrliche Größen. eingeführt hat, ſo 
wird man, indem man ſie gehoͤrig beſtimmt, eine aͤhnli⸗ 
che Anzahl Glieder dieſer Gieichung, verſchwinden laſſen 
können; macht man 
: 8 E! = o, F/ = 
ſo mind fie ſich auf 
r u' ee e ee, N 
8 

Es wuͤrde vielleicht ſehr ſchwer ſeyn ſich a priori zu 

verſichern, daß die Entwickelungen der Gleichungen 

DH 0, EA F/ = b. 

immer reelle Werthe für die beſtaͤndigen Größen, welche 

man vermittelſt ihrer, als beſtimmte Groͤßen betrachtet, 

geben werden; wenn man aber zuerſt nur, z. B. zwey 

Glieder ty und ur verfchwinden lieſſe, fo koͤnnte man die 

eine der beſtaͤndigen Größen gebrauchen, um die Wurzeln 

der Endgleichung, von welcher die Beſimmung der bey⸗ 
den 
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den andern abhangen wird, reell zu machen: man be: 
greift alſo, daß es immer moͤglich iſt die Gleichung (e) 
zu der Geſtalt 

Alt“ + Bu’ + C ＋ ab/tu — L“ o 
zurückzuführen 

Wenn dieſes gemacht iſt, und man ſtatt t und u, 
mr — ns und ur t ms ſetzt, fo wird man das Product 
der neuen Coordinaten r und s, durch eine, derjenigen, 
ahnlichen Gleichung wegbringen, von welcher wir ſchon 
in Nr. 213 Gebrauch gemacht haben, um die Gleichung 
der Linien der zwepten Ordnung von dem Producte ut zu 
entledigen. 

Indem man die Gleichung (d) in Beziehung auf einer 
jeden der Eooordinaten t, u, », auflößt, fo giebt fie zwey 
gleiche Werthe und von entgegengeſetzten Zeichen, wel 
ches uns lehrt, daß die vorgegebene Oberſlaͤche auf der 
einen Seite ſowol, als auf der andern einer jeden der 
coordinirten Ebenen, untereinander gleiche Ordinaten hat, 
und daß ſie folglich durch dieſe Ebenen in zwey gleiche 
Theile getheilt iſt, wie es eine Curve durch ihre 
Durchmeſſer. Die, in jedem koͤrperlichen Winkel der 
coordinirten Ebenen, begriffene Theile, find untereinander 
ähnlich, weil die Gleichung (d) fi nicht verändert, welches 
Zeichen auch die veraͤnderlichen Größen t, u und v annehs 
men mögen. Die Axen diefer Coordinaten find zugleich die 
Axen der Oberflache, welche die Gleichung (4) vorftellt, 
und ſo wie man den Nahmen Durchmeſſer den Ebe— 
nen giebt, die beyderſeits gleiche Ordinaten haben, und 
ſo wie man die Durchſchnitte dieſer Ebenen Axen nennt, 
fo bezeichnet man unter den Nahmen, Hauptapen dies 
jenigen die Untereinander Perpendicular ſind. 


T 2 31a. 
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312. 


Um die verſchiedene Oberflaͤchen zu kennen die in der 
Gleichung (4) begriffen ſeyn koͤnnen, fo muß man erſt fü» 
chen, welches die Natur der Sectionen iſt, die in dieſen 
Oberflächen, durch einer jeden der coordinirten Ebenen, 
parallelen Ebenen, gemacht find. Wenn man zuerft als 
beſtaͤndig betrachtet, und zur Verkuͤrzung L.“ AN = ,* 
annimmt, fo wird man haben Bu? + C , je 
nachdem B’ und C“ von einerley oder verſchiedenen Zeichen 
ſeyn werden. Dieſe Gleichung wird die von einer Ellipſe 
oder einer Hyperbel ſeyn. Im erſtem Falle wird die 
vorgegebene Oberflache durch eine Reihe von Ellipſen ges 
bildet werden, welche alle in Ebenen liegen, die mit der 
nen der u's und v's parallel find, und die untereinander 
nur durch die Werthe unterſchieden ſeyn werden, welche 
* denjenigen Werthen gemäß nehmen wird, die t erhaͤlt. 
Wenn t o iſt, fo hat man = L und es kommt 
Bu’ E CU, = L“, eine Gleichung welche der Ellipſe 
cb ed gehört (Fig. 46) in welcher die vorgegebene Ober: 
flaͤche die Ebene der u's und »'s begegnet. Macht man 
ſucceſſive u und » gleich Rull, fo findet man 


L / 17 
r 
B- B- 


fuͤr die halbe Axen AD und A0. Die, der folgenden Ellip⸗ 
ſen, wird man auf dieſelbe Art bekommen, und man 


1 2 A 
wird allgemein haben, wenn u = o, „ und 
ve 


ein 
wenn » ob u — ift, oder was einerley iſt, 
127 


Alt? + CN] mL und At Bu? 1“. 
5 Aber 
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Aber die Annahme von u = o, giebt die Section der 
gegebenen Oberflaͤche, mitiver Ebene der t's und v’s, oder 
die Ellipſe DB ab. Die Vorausſetzung von v = 0, giebt 
die Ses tion derſelben Oberfläche, mit der Ebene der us 
und t's oder die Ell pſe Bebe. Man ſieht alſo, daß die 
Scheitel D, q, dr, e, der elliptiſchen Schnitte C’D’ ed“. 
die mit der coordinirten Ebene DAC parallel find, durch 
das Zuſammentreffen der ſchneidenden Ebenen, mit den 
beyden fo eben erwähnten Sectionen, beſtimmt ſeyn wer⸗ 
den. Indem man die ſchneidende Ebenen mit der Ebene 
Daß parallel vorausſetzt, fo würden die Sectionen, wel⸗ 
che man bekommen wuͤrde ihre Scheitel auf den Ellipſen 
Ded, und BC be haben, und endlich, wenn man dieſe 
Ebenen parallel mit BAC naähme, fo, würden die Schei⸗ 
tel der keſultirenden Sectionen auf BDbd, und Ob ed 
liegen. 

Man unterſcheidet die Sectionen CDed, BD bd, BC be, 
die, in den vorgegebenen Koͤrper, durch die coordinirten 
Ebenen gemacht ſind, von allen denjenigen die mit ih⸗ 
nen parallel ſind, indem man ſie mit den Nahmen 
Hauptſectionen bezeichnet. Wenn zwey von den 
Coefficienten A’, B und C“ untereinander gleich find, und 
man z. B. B. = C hätte, fo wird die Gleichung (d) die 
Geſtalt 

| "+ vos 

annehmen; woraus man fieht, daß alle mit der Ebene 
der u's und v’s parallele Sectionen, Kreiſe ſeyn werden, 
die ihren Mittelpunet in der Axe der t's, und ihre 
gleiche Halbmeſſer in den Ordinaten der beyden Hauptſec⸗ 
tionen 5D bd und B50 be, welche identiſch werden, haben: 
man muß alſo daraus ſchließen, daß, die vorgegebene 

Ra Ober⸗ 
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Oberflaͤche, durch die Umdrehung der Ellipſe Bo ba um 
die Axe AB, erzeugt iſt. Wenn man zu gleicher Zeit 
A' = B C haben wird, fo wird die Gleichung (4) 

* 2 I — 

er u! ＋ * 5 
werden, die drey Hauptſectionen find alsdann Kreiſe, und 
der vorgegebene Körper wird eine Kugel ſeyn, welche den 
n 12 Coordinaten zum ur und zum 


Nadius — — hat. 
1 


313. 

Wir haben bis jetzt nur den Fall betrachtet, wo die 
Coefficienten A’ B“ und C“ pofitiv waren; variirt man 
die Zeichen dieſer Coefficienten, ſo wird man die verſchie⸗ 
dene Oberflächen erhalten, die in der Gleichung (4) ent, 
halten find, und man wird ſie leicht durch die Natur ih⸗ 
rer Hauptſectionen, unterſcheiden. Es ſey 

Alt? + Bu’— CVI SL; 

fo werden in dieſem Falle die Gleichungen der Hauptſec⸗ 
tionen ſeyn 

A'ta EBuLa, A“tz—CVz Lz, Bu- CL, 
die erſtere wird eine Ellipſe ſeyn, und die beyden andern 
werden zu Hyperbeln gehoͤren. Alle Schnitte des vorge⸗ 
gebenen Körpers, werden Ellipfen die parallel mit der 
Ebene der u's und t's und Hyperbeln ſeyn, die mit ei⸗ 
ner jeden der beyden andern coordinirten Ebenen paral⸗ 
lel ſind. 

Wenn die vorgegebene Gleichung 

Ata — Bu: — Ce = L 
wäre, fo wuͤrde man für die drey Hauptſectionen haben 
B“ = CY¼ La, Alt? - CVagL'z, Ata BuzgL'z, 
die 
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die erſte iſt augenſcheinlich imaginair, die zweyte und die 
dritte ſind Hyperbeln; und es iſt leicht zu ſehen, daß 
der Korper aus Hyperboliſche Abſchnitte beſtehen wird, 
die mit der Ebene der t's und v's parallel find, und des 
ren Scheitel ſich auf der zweyten Hyperbel befinden wer⸗ 
den, melde die Hauptſectionen in Beziehung auf der 
Ebene der ws und t's iſt. Man kann auch in dieſen 
Koͤrper die Elliptiſchenſchnitte finden, die parallel mit der 
Ebene der u's und v's iſt, indem man t dergeſtalt nimmt, 
daß man Ata > L hat, denn alsdann kann die vor: 
gegebene Gleichung unter der Geſtalt von Bus CV A2 
geſetzt werden, indem man Alta La macht. 


314. 5 

Wir wollen jetzt die Fälle unterſuchen in welchen die 

Gleichung (d) einige ihrer Glieder verloren hat, und ſo⸗ 
gleich L“ = o vorausſetzen, fo werden wir alsdann haben 
At EBU UTC V zo; wenn alle Coefficienten A/, B“, C. 
pofitiv. ſind, fo koͤnnte dieſe Gleichung nur durch die 
Werthe t = o, u = o und v= o, befriediget werden 
(Siehe die Note Seite 103), die vorgegebene Oberfläche 
wird ſich alſo zu einem am Urſprunge der Coordina⸗ 
ten gelegenen Punct reduelren. 

Wenn einer der Coefficienten A“, B., C/, negatit 
wird, und man z. B. Atz ＋ B'uz — C'Vva S o hat, 
ſo ſind die Gleichungen der drey Hauptſectionen. 

Alta Bu ο Alta —Oiv2=o, Blua — CV go. 
Die erſte zeigt nur den Urſprung der Coordinaten an, 
weil ſie aus der Annahme von » = o entfteht,: und weil 
fie zugleicher Zeit t = o und u = o giebt; die beyden 
andern gehoͤren den graden Linien die durch den Urſprung 
gehen, denn man zieht daraus a 
7725 T 4 ty 
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Die mit der erſten Hauptſection — Schnitte (eoupes) 
werden Ellipſen ſeyn, und die welche mit der zweyten 
und dritten Hauptſection parallel ſehn werden, werden 
Hyperbeln ſeyn. 

Weil aber die vorgegebene Gleichung in Beziehung 
auf den veränderlichen Größen welche fie enthält gleichar⸗ 
tig iſt, fo koͤnnte man eine von ihnen wegſchaffen, indem 
man u S pt und v— gt annimmt, woraus hervorgehen 
wird A“ + Bip2 — C/q? = o, und wenn man eine der 
Größen p und 3 willkuͤhrlich nimmt, fo wird die andere 
dergeſtalt beſtimmt ſeyn, daß die Gleichungen u = pt 
und y qꝗt der vorgegebenen genug thun, dieſe Gleichun⸗ 
gen gehoͤren aber einer durch den Urſprung gehenden 
graden Linie; es iſt alſo evident, daß die durch 

At2 ＋ BI ua — CV = . 
vorgeſtellte Oberflaͤche, durch eine unendliche Anzahl Li⸗ 
nien dieſer Art gebildet ſeyn wird, und folglich wird ſie 
eine der coniſchen Overflaͤchen ſeyn, die den Urſprung 
der Coordinaten zum Scheitel hat (E Nr. 5c). 

Indem man eben ſo u S pt und = qt in ei⸗ 
ner gleichartigen Gleichung von irgend einem Grade 
zwiſchen den veraͤnderlichen Größen t, u und », macht, fo 
wird man beweiſen, daß fie einer coniſchen Oberflache 
angehoͤrt, indem man dieſe Benennung in ihrer ganzen 
Allgemeinheit nimmt. Es folgt daraus, daß, wenn man 
in einer vorgegebenen Gleichung durch eine bloße Veraͤn⸗ 
derung des Urſprungs, alle Glieder die nicht von denſel⸗ 
ben Grade ſind, herausſchaft, dieſe e die ei⸗ 
ner coniſchen Oberflaͤche ſeyn wird. 


= Wir 
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Wie wollen vorausſetzen, daß einer der Coefficienten 
A“, B. Cl in der Gleichung (d) Null ſey, und daß man 
z. B. Alta B/u2 — Li2 Hätte: je nachdem die Caef, 
ſicienten A und B von demſelben oder von einem andern 
Zeichen ſeyn werden, ſo wird dieſe letzte Gleichung eine 
in der Ebene des us und t's gezogene Ellipſe oder Kyper⸗ 
bel bezeichnen; da aber vidurch nichts beſkimmt iſt, fo wird 
man dieſer veränderlichen Größe, jeden beliebigen Werth 
geben koͤnnen, und, wenn man folglich in alle die ſo eben 
erwähnte Puncte, perpendicularen auf die Ebene der we 
und t's errichtet, fo wird die Gleichung 
Alt2 + Bu2 = L, 
für einen jeden der Puncte dieſer graden Linien, die eine 
cylindriſche Oberfläche bilden werden, ſtatt haben (E Nr. 80), 
Die in ihrer ganzen Allgemeinheit genommene Gleichung 
At2 Bus = Lia, 
muß alſo als eine dem Cylinder angehoͤrige, angeſehen 
werden, die zur Baſis eine Ellipſe oder Hyperbel hat. 
Die Gleichungen At2 = Lz, Bua = La, welche man 
‚erhalten wird, indem man ſucceſſive u = o, t o, 


macht, werden geben t — und u 8 dieſe 
* VB 
Refultate ſtellen zwey grade mit der Axe parallele Li⸗ 
nien vor, und welche die zwey Hauptſectionen des vor⸗ 
gegebenen Cylinders durch die Ebene der t's und vs und 
der u's und »'s, find. Es iſt leicht zu ſehen, daß, alle 
Schnitte, die mit dieſen Ebenen parallel ſind, ebenfalls 
grade, unter! ſich parallele Linien ſind, und daß alle 
Schnitte, die parallel mit der Ebene der ws und rs find, der 
Baſis des Cylinders ſelbſt gleich und ahnlich ſeyn werden. 
Ueberhaupt eine jede Gleichung die nur zwey der 
drey veraͤnderlichen Größen enthält, wird, von wel⸗ 


T 5 chem 
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chem Grade fie auch ſey, einer cylindriſchen Oberflache 
angehoͤren, die durch Linien gebildet iſt, welche auf der 
Ebene auf welcher ſich dieſe beyde veraͤnderliche Größen 
befinden, perpendicular ſind. Es folgt daraus, daß, 
wenn man die Richtung der Coordinatenape verändert, 
und man zur Wegſchaffung einer der veraͤnderlichen Grö, 
ßen aus einer jeglichen Gleichung gelangt; man daraus 
ſchließen muß, daß dieſe Gleichung, eine cylindriſche Ober⸗ 
fläche vorſtellt, deren Baſis, die n ſelbſt zur 
Gleichung hat. 

Man wird auf eben der Art ſehen, daß, wenn die 
Transformation, zwey, der drey veraͤnderlichen Großen 
wegſchaft, die vorgegebene Gleichung nur eine, oder 
mehrere Ebenen ausdrucken würde; denn man würde aus 
der Transformirten einen oder mehrere beſtimmte Werthe 
für die bleibende Coordmate ziehen, und die beyden ans 
dern würden willkührlich bleiben: alſo die Gleichung 


a 8 * BZ ieh 
Av2 = L'2, welche v-—= ir vr giebt, iſt die, von den 
A 


beyden Eben en, welche parallel mit die der t's und u's, 
die eine uͤber die ardere unterwaͤrts, gefuͤhrt ſind. 


31. 

Durch das Vorhergehende haben wir nur die Ober⸗ 
flächen von der zweyten Ordnung, welche einen Mittel⸗ 
punct haben, finden koͤnnen; aber nicht alle genießen dieſe 
Eigenſchaft, denn wenn der gemeinſchaftliche Nenner von 
den Werthen der Größen a, b und e, welche durch die 
Gleichungen (b) (Nr. 311) beſtimmt find, Null wird, fo 
wird es nicht möglih ſeyn, zu gleicher Zeit alle mit der 
erſten Potenz einer jeden veränderlichen ir behafteten 


Glieder wegzuſchaffen. 
um 
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um die, des Mittelpuncts beraubte Oberflaͤchen wie⸗ 
der zu erkennen, ſo laßt uns die allgemeine Gleichung 
(a) wieder vornehmen; aber angenommen, daß man zuerſt 
die Glieder 2D xy, 2Exz, aFyz wegſchaft, indem man die 
Richtung der Axen verändert, und nur bloß uͤbrig bleibt 

Axa + By2 ＋ CZ -42Gx-HaHy-hakz—L2 9 
fo iſt leicht zu ſehen, daß, indem man x’ T a, Y+b 
und 2“ + c ſtatt x, y und z ſubſtituirt, man nicht die 
erfte Potenz, von die, der veraͤnderlichen Größen deren 
Quadrat in der obigen Gleichung fehlen wuͤrde, ver: 
ſchwinden laſſen koͤnnte. Man wird alſo, um daß dieſer 
Fall in dem Reſultate mit begriffen iſt, nur bloß den 
Coefficient der erſten Potenz der beyden veraͤnderlichen 
Größen gleich Null machen, z. B. von * und 5% und 
die dritte willkuͤhrliche Groͤße o anwenden, um das be⸗ 
ſtäͤndige Glied zu Null zu machen: man wird durch dig: 
ſes Mittel ein Reſultat von folgender Geſtalt erhalten 
a Ax “Zz E By/2 C“ ＋ aK’z’ o. 
Dieſes iſt die einfachſte Gleichung, welche zu gleicher Zeit 
alle Oberflaͤchen der zweyten Ordnung in ſich begreifen 
kann; fie iſt mit derjenigen analog, welche wir für Die 
Linien derſelben Ordnung (Nr. 214) gegeben haben. 

Jetzt wollen wir den Fall unterſuchen wo die vorger 
gebene Gleichung auf 

Ax“ A + Byl2 2 Rz o 

redueirt waͤre. 

Wenn die Coeffjcienten A und B daſſelbe Zeichen has 
ben, ſo werden die Gleichungen der Hauptſectionen ſeyn 
Axa HBV o, Ax’2 T Rz So, BVA ＋AR c, 
indem man jedesmahl vorausſetzt, daß, man 27 von ei 
nem der Coefficienten A und B entgegengeſetzten Zeichen 
nähme, ſonſt wuͤrde die vorgegebene Gleichung nur durch 

die 
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die Werthe sem , „“ = o und 2 s befriedigt wer⸗ 
den koͤnnen. 

Die erſte Hauptſection iſt nur ein Punct; die zweyte 
und die dritte Section ſind Parabeln, ſo wie alle Schnitte 
die reſpectibe mit den Ebenen der zen und ꝛ's und der 
ys und 2˙8 parallel find. 

Wenn die Coefficienten A undB von berfhiedenen Zei⸗ 
chen ſeyn werden, ſo wird die erſte Hauptſection die zur 
Gleichung Ax!2—By’2=o hat, eine grade, Linie die ihr 
parallele Schnitte werden Hyperbeln ſeyn, und die bey⸗ 
den andern Hauptſectionen werden paraboliſch bleiben. 

Endlich, wenn einer der Coefficienten A und B Null 
ſeyn wird, ſo wird, wenn die vorgegebene Gleichung nur 
noch zwey beraͤnderlichen Groͤßen enthalten wird, einem 
Cylinder angehdren, der zur Baſis eine Parabel hat, die 
in der Ebene der zwey bleibenden Coordinaten liegt. 

Auf dieſen Fall muß man die Gleichung 

Ax 2 ＋ 2Hy + 2Kà2 o 

beziehen, welche im Anfange nicht in der allgemeinen 
Gleichung “ 
Axi2 + 702 ＋ Czl2 + 2K.“ o 

mitbegriffen zu ſeyn ſcheint; denn wenn man die Coordi⸗ 
naten x und 2 verſetzt, indem man y — 2, der ers 
ſtern und By‘ + az’ der zweyten ſubſtituirt, (Seite 287) 
ſo wird man “ oder z! herausſchaffen koͤnnen. 


316. 


Wir haben gezeigt (Nr. 312), daß die nach 
allen Richtungen aus Elliptiſchenſchnitten beſtehende 
Oberflache eine aus der Umdrehung um die Axe der t's 
entſtandene Oberflaͤche würde, wenn man B’ = C hätte: 

Macht 
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Macht man auch eben fo A = 3 in der Gleichung 
Axa E Byl2 ＋ Cz. + ak’ o, 

welche alle Oberflächen der zweyten Ordnung in ſich be, 
greift, ſo wird man die Gleichungen derjenigen Oberflaͤ⸗ 
chen finden, welche durch die Umdrehung einer Curve, 
um die Axe der 2's erzeugt werden koͤnnen, denn es 
wird kommen 

A ( = ＋ Cz“a ＋ aK (z! = o; 
alle, mit der Ebene der „'s und 5's parallele Sectionen, 
werden Kreiſe ſeyg; die beyden Hauptſectionen, welche 
durch die Ebenen der *'s und 2's und der yes und 2˙8 
gemacht ſind, werden dieſelben ſeyn, und werden die 
Curve hervorbringen, die, indem fie ſich um der Axe der 
28 herumdrehet, den vorgegebenen Körper erzeuat. Man 
wird die durch Umdrehung entſtandene Ellipfoide haben, 
wenn ders Coefficient C poſitiv ift, die Hpperboloide, wenn 
er negativ iſt, und endlich die Paraboloide, wenn er 
Null iſt. i 


Ueberhaupt, wenn die Annahme von x2 + y2 = u2 
die veränderlihen Groͤßen x und y in einer beliebigen 
Gleichung wegſchafft, fo wird man daraus ſchließen muͤſ⸗ 
fen, daß dieſe Gleichung einer Oberfläche gehört, die durch 
die Umdrehung einer Curve um die Axe der 1s erzeugt 
iſt, denn, indem man 22 Co nſt aint macht, und die Glei⸗ 
chung, in Beziehung auf u, auflöfit, fo würde man daraus 
ziehen u= Conſtant, oder Yx2 + y2= Conſtant, 
welches beweiſen wuͤrde, daß alle Schnitte, die parallel 


mit der Ebene der *s und 5's find, oder perpendicular 
auf der Axe der 2˙8, Kreiſe ſeyn würde. 


37» 
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Die krumme Dberflähen haben zu Aſymptoten an: 
dre Oberflächen. Wenn man z. B. die Gleichung 
Ax2 ＋ By2 C22 = L2 (Nr. 314) 
nimmt, und daraus den Werth von 2 ziehet, fo wird 
kommen 8 


1 — 
z = —— Vax2 + By2 — La, 
zT Vara + By 


veducirt man dieſe Aus drucke, in einer Reihe, fo wird 
man finden 
en P 
{ u tun.) 

ein Kefultat Kr ei Glied um ſo viel kleiner * 
wird, als die veraͤnderlichen Größen x und y größer 
werden; woraus folgt, daß die Ordinate 2, immer wenis 
ger und weniger von der Ordinate der coniſchen Oberflaͤ⸗ 
che unterſchieden ſeyn wird, deren * ſeyn wuͤrde 

„_.(Ax2 4 By2)? 

2 = a V 2 
Dieſe Oberflaͤche iſt alſo die Aſymptote der erſtern. 

Die Unterſuchung der Aſymptoten der krummen Ober⸗ 
flächen, reducirt ſich auf die, der beträchtlichfien Glieder 
ihrer Gleichungen, in der Hypotheſe von x und y fehr 
klein ober ſehr groß, ein, und iſt auf den in Nr. 118 
und folgende entwickelten Principien, gegruͤndet. 


318. 
Aus den Durchſchnitt einer Ebene mit einer krummen 
Oberflache der zweyten Ordnung, kann nur eine Linie 


von derſelben Ordnung entſtehen; denn indem man die 
Rich⸗ 
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Richtung der Axen dergeſtalt veraͤndert, daß die ſchnei⸗ 
dende Ebene eine der coordinirten Ebenen wird, und die 
Coordinate die mit ihr perpendicular ſeyn wird, Null 
macht, ſo wird man die Gleichung ihres Durchſchnittes 
mit der vorgegebenen Oberflache haben, und es iſt ſicht⸗ 
bar, daß die Subſtitution der allgemeinen Werthe von 
*, y und 2, nicht den Grad der vorgegebenen Gleichung 
verändern wird. Man, würde eben fo beweiſen, daß 
eine jegliche Oberfläche, nicht durch eine Ebene längſt der 
Eurve von einer hoͤhern Ordnung als die ihrige / ge⸗ 
ſchnitten werden kann. 

Zwey Oberflaͤchen ſchneiden ſich immer laͤngſt einer Li⸗ 
nie; wenn ſie beyde krumm ſind; es geſchiehet mehren⸗ 
theils daß alle Puncte ihrer Durchſchnitte nicht in einer⸗ 
ley Ebene ſeyn koͤnnen; dieſes iſt der Urſprung der Cur⸗ 
ven. von doppelter Krümmung (E Nr. 81). Dieſe Curven 
ſind durch das Syſtem der Gleichungen derjenigen Ober⸗ 
flächen deren Durchſchnitte ſie find, vorgeſtellt, weil die 
Coordinaten ihrer Puncte, zu gleicher Zeit einer jeden 
dieſer Gleichung befriedigen ſollen. 


319. 


Man transfotmirt auch die rechtwinklige Coordinaten 
eines beliebigen Punctes, des Raums in Polarcoordina⸗ 
ten, wie folgt. 

Man gedenket ſich einen Nadiusvector AM (Fig. 44) 
und um deſſen Lage feſtzuſetzen, ſo nimmt man ſeine Zu⸗ 
flucht . MAN“, welchen er mit feiner Projection 
auf der Ebene zac macht, ferner zum Winkel M/AB, 
welchen dieſe Projection mit der Axe AB bildet, und man 
findet durch dieſes Mittel 

MM’ 


— 
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MM’ = AM ſin MAM“, AM“ = AM of Max- 
PM“ = AM ſin MAB, Ap D AM coſ M/ AB. 
Setzt man alſo 
AM = r, MAM“ 1 MAB = q, 
ſo wird kommen 
Pr 
r = Varty2+23, ver np, y=r.cospifing, x=zrcof peofg 
Man würde mehr ſymetriſche Ausdrücke erhalten haben, 
wenn man die Winkel welche der Radiusvector AM mit 
einer jeden der Coordinaten MM“, MA“, MM“ bildet, 
anwendet; denn indem man dieſe Winkel 9, J und « 
nennt, fo würde man durch die Dreyecke MAN“, MAM 
MAM’”, haben 
MM“ = AM cof AMM“ = rcofp z 
MM“ = AMcofAMM’ = ro f = y 5 
M“ AM co MM“ D r cofæ = x 
wo man bemerken wird, daß colez -Hcofp2 +cofr2=1 
iſt E Nr. 60). n 


320. 


Anwendung des Differentialealeul, auf die Theorie der krummen 
Oberflaͤchen. 


x, y und 2 mögen die Coordinaten eines Punctes 
M, Fig. 47, ſeyn, der ſich auf einer beliebigen krummen 
Oberflache befindet; man wird die Ordinate PM = 2 als 
eine Function der beyden Abſeiſſen AP=x und PMT 
betrachten können. Wenn x, welches ſich allein verändert 
x + h werden wird, fo wird man ffuͤr die Entwickelung 
der Ordinate m'm, in der Section RMm genommen, die 
durch eine Ebene welche parallel mit der, der Ks und 28 
gemacht iſt, und durch den vorgelegten Punct gehet, die 


Reihe A 
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dz h d’z h d’z 2 . 
r e e e . 
baben⸗ 

Wenn es y iſt, die ſich in y+k verwandelt, und x be: 
ſtaͤndig bleibt, fo wird man die Ordinate nn bekommen, 
in der Section PMn genommen, die durch eine Ebene, 
welche parallel mit der der y's und 2˙8 gemacht iſt, und 
die durch den vorgegebenen Punct gehet. Die Entwicke⸗ 
lung von dieſer Ordinate wird ſeyn 
mak d’z * d’z K* 

d T7 7 12 1 1 0 az tem 
Laßt man x und y zu gleicher Zeit ſich verändern, fo wird 
man von dem Punct M zu einem beliebigen Punct N 
übergehen, und dieſes auf zweyerley Art, nemlich, indem 
man ſtatt y in der hier oben angeführten Entwickelung 
1 ＋ k, oder auch wohl * + h ſtatt x in der zweyten 
Entwickelung ſubſtituirt. Durch eine dieſer Operationen, 
gelangt man von der Ordinate m'm zu der Ordinate NN 
in der Section pm, und in det andern gelangt man 
von n'n zu NN, in der Section rn N; die Reſultate wel⸗ 
che man bekommt ſind identiſch und finden ſich in Nr. 25 
und 26. Im allgemeinen werden alſo x und y reſpective 
* bh und y ＋ k, man hat 


2+ 


+uTf. w. 
Zur Verkürzung werde ich dieſe Reihe votſtellen a 
2 ＋ ph ＋ ak 
＋ 2 (che + as hk + tk) 
＋ u. ſ. w. 
H, Theil. u & 
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Es iſt leicht zu ſehen, daß, wenn man aufhören wird, 
die Größen h und k als unabhaͤngig eine von der andern 
zu betrachten, und man ein Verhaͤltniß unter ihnen auf— 
ſtellt, ſo wird man die Richtung der Ebene, welche auf 
die der „'s und p's ſenkrecht gefuhrt ir, e die heute 
Puncte Mund N figiren, den . 
= = fe = tg NAL | 
Es folgt auß den vorhergehenden Betrachtungen und aus 
dem was in Nr. 79 geſagt worden, daß, wenn u = 8 
die Gleichung einer krummen Oberfläche vorſtellt, fo wers 
den F f 
= Faso und 4 „ 4. f 4. o; 
reſpective den beyden Sectionen Raum und PMn. he 
ren; die Coordinate y wird nur in der erſten als eine 
willkuͤhrliche beſtaͤndige Größe, welche die Lage der ſchnei⸗ 
denden Ebene beſtimmt hereinkommen; auf eben die Art 
wird es mit der Coordinate * in der zweyten Section 
ſeyn. Man muß nicht das dz von einer dieſer Gleichun, 
gen, mit dem dz von der andern Gleichung verwechſeln: 
dieſe beyde Differentiale find. nur partielle, fo wie man. 
es in Nr. 30 hat bemerken muͤſſen, denn das vollſtaͤndige 
Differential, oder das Enſembel der Glieder der erſten 
Ordnung hat zum Ausdruck f 
> dz ; 
TE; 1. 4e . J y= pdx - ady. 

Ob man gleich keine beſondre Bezeichnung um die zwey 
partielle Differentiale zu unterſcheiden gebraucht, ſo iſt 
es immer leicht fie durch die der beyden Anwuͤchſe dx 
oder dy mit welchen ſie behaftet ſind, zu erkennen, wenn 


mim alſo nur dz pdx hat, fo iſt da das Differential 
der 


— 
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der Ordinate von der mit der Ebene der »s und 2 ” 
parallelen Section; auf ahnliche Art if as = day, die, 
der Ordinate von der mit der Ebene der y's und 28 pas 
rallelen Section. Wenn man ay = mdx macht, fa 
wird das vollſtaͤndige Differential dz = d (p + my) der 
Ordinate die durch die Ebene MM NN“ (welche auf die 
der „'s und ys ſenkrecht) gegebenen Section angehoͤren, 
indem man Nm! = m X Mm; vorausſetzt. Man wird 
analoge Dinge finden, indem man ſucceſſive zur Ordina⸗ 
ten eine jede der veraͤnderlichen Größen x und y nimmt, 
und die beyde andre als Abfeiffen betrachtet. 

Die beyde Differentiale d = pax und 1 ir 


find untereinander durch die Sedingusgägleirtung . 155 


= Er 57 oder 5 = = verbunden, welche aus Bir Iden⸗ 
tität der beyden Entwickelungen von Mo entſtehet, und 
die nur der Ausdruck von der continuitaͤt der Oberfläche 
iſt, Kraft welcher, ſo wie man es weiter oben hat ſehen 
laſſen, die beyde Sectionen pmN und rnN die durch die 
Abſeiſſen Ap und Ar beſtimmt find, fi r den 9 N 
ſchneiden muͤſſen. 


327. } 


N 7. 8 
dat man dieſe Peelnilnartew wohl dern 
den, ſo wird Iman ohne Muͤhe übegreifen, daß 
wenn zwey Oberflächen durch den Punct gehen, deſſen 
Coordinaten x, y’. und 2% find, und indem man x in 


* ＋ h, 5, in 1 5 e die Olechung der er⸗ 
fen, ann ent Ins 


u 2 34 ＋ 
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2, Tph-＋gK ] und die Ph 
Ich Tasbk-Etk) f > der 1 + (Rh’-#2Shk+FTk?) 
＋ u. ſ. w. 3 zweyten ( u. ſ. w. 


fo wird die Entfernung der N’, ene Puncte, 
auf dieſe bepden Oberflaͤchen ſeyn 
P — ph ＋ (Q — q 
＋ K — ch" ＋ 208 — siık+ (T — 9%) 
= u. ſ. w. 

Wenn man haben wird P — po, -= 4 = d ſo 
werden die vorgegebenen Oberflaͤchen ſich beruͤhren, und 
ihre Berührung wird nur von der erſten Ordnung ſeyn; 
ſie wird von der zweyten Ordnung ſeyn, wenn man zu 
gleicher Zeit haben wird R-r=o, S-s=0,.T—t=o 
u. ſ. w. Raiſonnirt man im gegenwärtigen Fall fo wie 
man es in Ruͤckſicht auf den Eurven (Nr. 259) gethan 
hat, fo tird man ſich überführen, daß jegliche Oberfläche, 
welche nicht dieſe Bedingungen erfüllen wuͤrde, nicht zwi⸗ 
ſchen die beyden vorgegebenen durchgehen koͤnnte, wenig⸗ 
ſtens, wenn man die Groͤßen h und k klein genug inch» 
men 1 5 damit die Summe der Glieder der erſten Ord⸗ 
nung betraͤchtlicher ſey, als die, von allen denjenigen der 
folgenden Ordnungen. 


322. 

Laßt uns zuerſt vorausſetzen, daß die vorgegebene 
Oberflaͤche, welche ich die beruͤhrende Oberflache 
nennen werde, eine Ebene ſey; wenn ihre Gleichung un⸗ 
ter der Geſtalt 2 = Ax + By 9 geſetzt iſt, ſo wird 
fie geben 2 = Ax’ + By’ + D, wenn man darin x, 
und 2 in x, und 2“ verwandeln wird; nachher x’ + h 
und / + k an der Stelle von x’ und y', ſetzt, ſo wird 
=! werden 
Ax’ 
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An“ E By! + D ＋ Ab ＋ Bk oder “ Ah - BK. 
man wird alſo haben P A und Q=B, ſubſtituirt 
man dieſe Werthe in den Beruͤhrungs⸗Gleichungen P-p 
= und Q - g=o fo wird daraus hervorgehen 
p, B g. Man wird D eliminiren, indem man 
die Gleichung 7 = A + By! + D von der Gleichung 

Y Ax + By ＋ D abziehet; und ſchreibt man p ſtatt 
4. und g ſtatt B, fo wird die Gleichung 

2 — 2. p - ) ＋ 40 - 0. 

die, der mit der erſten vorgegebenen Oberflache tangentis 
rende Ebene ſeyn. 

Um davon eine Anwendung zu machen, werde ich die 
Gleichung 

axle ＋ by“ ＋ cz“ ml’ 

nehmen, welche ſucceſſive in Beziehung auf x’ und in 
Beziehung auf y differentiirt, geben wird 


. 2 7 
* e mo] 6 
x 


by’ + 3 Et en 5 = Pe 
day! 
ſubſtituirt man dieſe Werthe, fo wird kommen 
’ 

ra e 0 0 m 
bringt man alles zu einerley Renner, fo wird man ein Res 
ſultat bekommen, welches, Kraft der Vorgegebenen ſich in 

axx“ + byy⸗ ＋ cal = 1? 
verwandeln wird. 

Wenn der Beruͤhrungspunet nicht auf der vorge⸗ 
gebenen Oberflaͤche gegeben waͤre, man aber die Lage ei⸗ 
nes aͤußern Puncts kennte, durch welchen die geforderte 
tangentirende Ebene gehen müßte; und man s und , 
die Coordinaten dieſes letzten Puncts nennt, da fie die 

u 3 Glei⸗ 


* 
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Gleichung, welche man ſo eben gefunden hat, gnügen 
ſollten, ſo wuͤrde man haben 
aax ! ＋ bay“ ＋ ez“ D I, 

ein Reſultat, in welchem die Größen x“, y und 2“ die 
unbeſtimmten Großen find, und welches, in Verbindung 
mit der vorgegebenen Gleichung, die Curve vorſtellt, auf 
welcher ſich alle geſuchte Beruͤhrungspuncte befinden, von 
welchen man leicht ſehen kann, daß die Anzahl unendlich 
iſt Dieſe Curve iſt eben, weil die eine der fie beſtimmen⸗ 
den Gle chungen nur vom erſten Grade iſt. ß 

Die Durchſchnitte der tangentirenden Ebene, mit 
zwey der coordinirten Ebenen, koͤnnen zu ihrer Conſtruk⸗ 
tion dienen, ſo wie die Subtangente zur Conſtruktion der 
Tangente der Curven, dient, und es iſt zu leicht ſie zu 
beſtimmen, um daß es nöthig iſt, mich in dieſer Ruͤck⸗ 
ſicht, im geringſten Detail einzulaſſen. 

323. 

Die grade Linie, welche perpendicular auf der tan⸗ 
gentirenden Ebene durch den vorgegebenen Punct gefuͤhrt 
iſt, heißt Normale und ihre Gleichungen find nach dem 
was vorhergehet und in Ruͤckſicht auf Nr. 301 

* X/ EPG , r 2-2 o 
Die Entfernung des Puncts M,. von einem beliebigen auf 
dieſer graden Linie genommnen Punet, wird zum Aus⸗ 
druck haben j 

Va—yYHs TV +@-2 a2) VIFP tg. 
Wenn man 2 o macht, fo wird das Neſultat 

5 = Vr T = 

die Laͤnge des Theils MG der Normale, geben, welche 


zwiſchen der vorgegebenen Oberflaͤche und der Ebene der 


* s und y's enthalten iſt. Seht 
e 
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Setzt man ſtatt p und q die, aus der Gleichung 
ax“ by“? + 2“ — 
gezogene e ſo wird kommen 


MG — r Ver + by 2 ＋ 02 : 


wenn man 5288 wird a = b e, fo wird dieſer Werth 
ſich auf 5 

W 
reduciren, und in dieſem Falle, wird die vorgegebene 
Oberflache eine Kugel ſeyn, die ihren Mittelpunct beym 
Urſprung der Coordinaten und ihren Radius gleich 1 hat. 


324. 

Man haͤtte zur Gleichung der tangentirenden Ebene, 
durch mehrere andere Betrachtungen gelangen koͤnnen; 
indem man ſie zum Beyſpiel betrachtet, als ob ſie durch 
die drey unendlich nahe Puncte M, m und en gehen muͤß⸗ 
ten, und indem man die beſtaͤndigen Größen durch die 
Methode der Graͤnzen, oder durch die Methode der uns 
endlich kleinen, beſtimmt. Da dieſe Anwendungen, fuͤr 
diejenigen keine Schwierigkeiten haben, welche die Auflö⸗ 
ſung der analogen Fragen, in Beziehung auf den Cur⸗ 
ven, begriffen haben werden, ſo werde ich mich begnuͤgen 
die Conſtruktion der tangentirenden Ebene, welche man 
in Nr. 107 der Eſſais de GEomerrie ‚findet, in Analyſis 
zu uͤberſetzen. * 

Nach diefer Conſtruktion, bef mmt ſich die tangenti- 
rende Ebene, durch die grade Linien Mr und Mt die 
reſpeetive die Sectionen 0 ‚ie PMn, in den Punct M 


dz! 
berühren; da aber iv und 95 die Differentialcoeffi, 
dy 


cienten der Ordinate 2“ find, welche ſucceſſive in einer 
u 4 jeden 
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jeden dieſer Sectionen betrachtet ift, und da die grade Li. 
nien Mr und Mt noch uͤberdem parallel mit den Ebenen 
der x's und 5's, und der 5's und z’8 find, ſo iſt es 
leicht zu ſehen, , die Gleichungen von MT ſeyn werden 


2 — 27 = E 71 c 


dx u) 
und daß die von Mt ſeyn werden 


d 27 
8 x X o. 


Jetzt, wenn man die Gleichung der tangentirenden Ebene 
durch 

2 — 21 A (RK — X) ＋ B( J - 0 
vorſtellt, ſo iſt es augenſchenſcheinlich, daß dieſe Gleichung 
mit dem vorhergehenden wird uͤbereinſtimmen muͤſſen, und 
folglich muß man finden, indem man ſucceſſive y— 5 
und x - Xx! S o macht, 


2 dz’ — „ 
2 — 2 8 . (x - Xx); und 2— 2 =, Gy); 


fie giebt aber durch dieſe R 
z-T=A(x— x); und 2— zZ’ =B(y— y') 
man wird alfo daraus, fo wie in Nr. 322, ſchließen 
en p, W 9 
1 dy“ 2 
Man koͤnnte fürchten, daß die tangentirende Ebene, fo 
beſtimmt, wie man es ſo eben geſehen hat, nur die vor: 
gegebene Oberflache auf die beyden Sectionen, welche 
man betrachtet hat, beruͤhrte; indem man aber ihre Glei⸗ 
chung nur bloß in Beziehung auf x und y allein differen⸗ 
tiirt, fo wird man haben dz — pdx + ꝗdy, welches bes 
weiſet, daß, wenn man nehmen wird, dx == dx’ und 
dy = dy, fo wird man haben dz = dz“, und daß folg⸗ 
lich die Puncte der vorgegebenen Oberflähe, welche un 
mittel⸗ 
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mittelbar den Punct M umgeben, alle mit die der tan⸗ 
gentirenden Ebene zuſammenfallen (oder ſich decken), fo 
lange man nur bloß Nuͤckſicht auf den Größen der erften 
Ordnung hat. Es folgt daraus, daß eine beliebige Ebe⸗ 
ne, die durch den Punct M geführt tft, die vorgegebene 
"Oberfläche in einer Curve ſchneidet die, mit der tangenti⸗ 
renden Ebene, zwey gemeinſchaftliche Puncte hat, oder, 
welches e nerley iſt, den Durchſchnitt dieſer Ebene mit 
der ſchneidenden Ebene zur Tangente hat. Ich bemerke 
uͤbrigens, daß das was ſo eben a poſteriori bewieſen 
worden iſt, ſich durch die Betrachtungen von Nr. 322 
einſehen laͤßt. Wir wollen jetzt zur Unterſuchung der Be⸗ 
ruͤhrungskugeln der vorgegebenen Oberflaͤche uͤbergehen. 


325. 

“ 8 nnd „ ſeyn die Coordinaten des Mittelpuncts 
der beruͤhrenden Kugel und a ihr Radius, fo wird ſie zur 
Gleichung haben 

(x - + — Dir 0 
Indem man ſucceſſive in Betracht auf x und auf y dif⸗ 
ferentiirt, jo wird man finden 


d 2 X* — 4 d 2 18 

un — 3 — = Q 2 — 5 

dx 2 dy 2 —— 7 
S Ba a Sir 
dx 3 (2 — v)” 2 — 2 
472 8 2 N 8 220 
dxdy eg): = 2 — 7 
d’z ET SEE Ya _ BE 
d§ r re e 


Weil die Kugel, welche wir betrachten, durch den Punct 
M gehen muß, deſſen Coordinaten *, „ und 2“ find, fo 
wird man zuerſt haben 

f u 5 0 
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, 0 e . e ya... (0); 
verändert man alsdann * in x, in 57“ und 2 in 2% in 
den Functionen P und Q, fo werden die auf der Betuͤh⸗ 


e der erſten Ordnung ſich beziehende Bedingungen geben 
X — 7 — 6 


- rn > 2 = 
oder, welches einerley iſt 
ut O. . (% „- -D (3) 


Dieſe Gleichungen welche, wenn man ſtatt =, * und ſtatt 
6, y ſetzt, dieſelben, als die der Normale werden (Nr. 323), 
lehren uns, daß alle Kugeln, welche die vorgegebene bes 
ruͤhren können, ihren Mittelpunet auf der Normale ha⸗ 
ben, die durch den Berührungspunct geführt iſt. 

Vermittelſt der Gleichungen (1) (2) und (3), wird 
man drey der beſtaͤndigen Größen 4, 3, „ und a beſtim⸗ 
men, und es wird nur eine Bedingung zu erfüllen uͤbrig 
bleiben, um zu vollenden die Beruͤhrungskugel zu parti⸗ 
culariſiren: man wird alſo nicht insbeſondre, eine jede 
der Gleichungen K — r o, 8 5s 2 o T-t=o 
befriedigen koͤnnen, wenn man aber das Enſembel der 
Glieder der zweyten Ordnung in der Entwickelung von 
2“ und von 2 (Nr. 321) vergleicht, fo man wird die ein⸗ 
zige Gleichung 

Rh? + ashk 4. Tk. = ch? + ashk + tk® 

haben, von welcher man wird Gebrauch machen Finnen, 
um die vierte willkuͤhrliche beſtaͤndige Größe zu beſtimmen. 

Dieſe Gleichung kann unter die Senat! 


S R Lo e 


geſetzt werden. 
Setzt man ſtatt den Größen R, 8, T, ihre, hier oben 
gefundene Werthe, und verwandelt man x in x, y in 5. 
f 2 in 
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2 in 2½ P in p, und Q in q fo wird kommen 

1p“ ch * K. J 
na r+2: Fat: ＋ N Sg: (A) 
Wenn dieſe Gleichung in Verbindung mit den vorherge⸗ 
henden ſtatt haben wird, fo wird die Ordinate, welche 
auf den Punet deſſen Abſeiſſen & + h und 5 ＋ k ſind, 
errichtet, und bey der vorgegebenen Oberfläche begraͤnzt 
iſt, von die, der Beruͤhrungskugel nur in die Glieder 
von der dritten Ordnung unterſchieden ſeyn: keine 
andre Kugel wird alſo zwiſchen die beyde Oberflaͤchen 
durchgehen koͤnnen, wenigſtens in den Zwiſchenraum der 
den Punct M vom Punct N trennt, denn man muß wohl 
bemerken, daß, im allgemeinen, die Berührung (contact) 
nur eine Osculation nach der 3 MN: (welche der 


Nꝰ m⸗ . 
Linie NN“ auf welcher man I 5 d entſpricht) hat. 


K N f 
Wenn man rn macht, fo wird man aus der Glei⸗ 


chung (4) ziehen 


LP. Lepdm-ECI- Tg. 2 
sm Ttm⸗ 
ein Werth, welchen wir der Kürze wegen durch M vor: 
ſtellen werden; ſubſtituirt man fie in den Gleichungen (3) 
(2) und (1) ſo wird daraus hervorgehen 
2M, Oe) = qαν, x= NM 


4a 2 MVı + p⸗ ＋ 4 


2 ——π⏑ — 


Nr 


326. | 
Die Betrachtung der Osculirungskugel giebt das 
Mittel an, die Kruͤmmung einer vorgegebenen Oberflaͤ⸗ 


che in ihre verſchiedenen Puncte kennen zu lernen. In der 
That 
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That, wenn man eine beliebige Section MN Nſich 
gedenkt, welche in der vorgegebenen Oberflaͤche durch 
eine nach der Normale MG geführten Ebene ge: 
macht iſt, ſo iſt es leicht zu ſehen, daß ſie zum Dseus 
lirungskreis den großen Kreis haben wird, in welchen die 
ſchneidende Ebene die Osculirungskugel begegnet; denn 
wenn es anders waͤre, fo, konnte man einen Kreis durch 
den, von welchen man ſo eben geſprochen hat, und durch 
die Curve MN gehen laſſen, und nichts würde. hindern 
den letzten, als den obern Theil an einer Kugel zu der 
trachten, die auch ihren Mittelpunct auf der Normale 
hatte, die aber zwiſchen die Osculirungsſphare und die 
vorgegebene Oberflache durchgehen würdel, unmittelbar vor 
und nach dem Punct N, welches aber nicht geſchehen kann. 

Der hier oben gefundene Werth von a, iſt alſo der 
Ausdruck vom Kruͤmmungshalbmeſſer einer Section MN, 
die in der vorgegebenen Oberflache durch die Ebene MNG, 
die längſt der Normale geführt iſt, (deren Lage übei- 
gens beliebig ſeyn kann), gemacht iſt. Wir werden 
in der Folge den Ausdruck des Kruͤmmungshaldmeſſer ei: 
ner Section die durch eine beliebige Ebene gemacht iſt, 
geben. 7 


2327. 

Unter die unendliche Anzahl von Werthen die, der 
Ausdruck von a annehmen kann, wenn man m alle moͤg⸗ 
liche Werthe giebt, wollen wir diejenigen ſuchen, welche 
Maxima oder male fat; um fie zu finden mer? 


den wir die Gleichung 48 z = o haben, weſche ſich auf 


aN } a 3 TE 2.471 
Fe reduciren wird, weil die Größe m nur durch 
71 f f 


den 
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den Factor M. in a hereinkommt, indem man aber den 
en aus der Gleichung (4) von welchen der Werth von 
— „oder M abhängt, verſchwinden laß, ſo wied 
man haben 150090 
aer Hem- Cr pe-La dCi Hd nc. 693 
differentürt man dieſe Gleichung in Beziehung auf m, 


5 - dM , 
und macht man S578 ſo wird kommen 


GE +tmM ＋ pd ＋ ( ＋ 9% m S o 
woraus man ziehen wird a = — m ſubſti⸗ 
tuirt man dieſen Werth in der Gleichung (5) fo wird 
daraus kommen 

"a4 p?+rM) (I' Tt M) (pq-ESsM VCI EA Tt) o, 
und indem man den gemeinſchaftlichen Factor 1A Tt 
ſupprimirt, ſo wird man nur 

(1 ＋ p' Tr G ＋ g iM) — (pq + NM) S 0 
finden, ft dieſes letzte Reſultat entwickelt, und in Be 
ziehung auf M geordnet, fo wird kommen 
Mart -s) [ (ITp⸗ erer eng cee, - 
macht man der Kürze wegen 
rt—s ee, (Ip - apꝗS＋(I-Eꝗg-)r f, 14 
und loͤßt man die, hier oben angeführte Gleichung in 
Beziehung auf M auf, fo wird man bekommen 7 
EVER — 

„ 


M 2 


welches geben wird 
2 i 

Von den beyden Werthen des Radius a, ent⸗ 

ſpricht der eine dem Marimum der andre dem Mir 


nimum. 
Um 
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Um jetzt zu wiſſen, in welcher Richtung die Oscula⸗ 
tion von einer jeden der Kugeln zu welchen dieſe Werthe 
gehören, geſchiehet, ſo muß man m beſtimmen, welches 
geſchehen wird, indem man M aus der Gleichung (5) 
en di 

s tm 
ausſchaft, es wird alsdann nach den Reductionen und 
indem man in Beziehung auf m ordnet, kommen 

maſ(i 1. 8 pat ＋ m ＋ r p). 
Lr ＋ Pp2)s—pgl=o (8). 


vermittelſt ſeines Ausdrucks 11 


328. 


Eine einfache Veraͤnderung der Coordinaten wird 
hinreichend ſeyn, um dieſe Gleichung ſo zu reduciren, 
daß man, die Beziehung, welche untereinander auf der 
vorgegebenen Oberflache die geſuchte Richtungen haben, 
wahrnimmt. In der That, wenn man ſich einbildet, daß 
die tangentirende Ebene die der x’8 und 5's wird, «wel 
ches immer möglich iſt, und daß der durch M bezeichnete 
Punct, beym Urſprunge der Eoordinaten geſetzt ſey, ſo 
wird man nichts an der reſpectiven Lage der vorgegebe⸗ 
nen Oberflache und der Osculirungsſphaͤren verändern, 
man wird aber alsdann K“ So, „ o, 2 o, po 
g==o haben, dadurch werden die Ausdrücke von Nr. 328, 
ſich reduciren auf 

3 
x ++ 25m 2 ＋ em . ım2 tma 
die Größen « und B werden verſchwinden, ſo wie es die 
Lage der Osculicungsſphaͤren erfordert, deren Mitteipunet 
in der Normale iſt, welche die Axe der 2'8 geworden iſt; 
man wird endlich ftatt der Gleichung 8) 


a = 73 


7 


m⸗ 
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— 
mas- Em(r t) sr, oder rad 12 
haben. 5 
Es iſt leicht zu fehen, daß jekt m oder 1 die Tan⸗ 


gente des Winkels vorſtellt, mein; die Fe Linie MN’ 
die die Projection N“ des Punets N (Fig. 48) und den 
Urfprung M mit der Axe P der xen bildet, und daß 
die, auf dieſer graden Linie errichteten Ebene, perpendi⸗ 
eular auf der Ebene der z's und y's welche alsdann 
durch die Normale MG: gehet, den groͤßten Kreis der Bes 
ruͤhrungskugel enthalten, und auf welchen die Osculation 
Statt haben wird (vorhergehende Nr). Aber indem man 
durch m’ und m/“ die beyden Werthe deren m fähig iſt, 
bezeichnet, ſo wird man Kraft der obigen Gleichung 
mm’ ＋ 1 = o haben; woraus folgt, daß die Ebene 
des Beruͤhrungskreiſes MN die mit den größten Radius 

OM beſchrieben iſt, perpendieular auf der Ebene des 
zweyten Beruͤhrungskreiſes MN; mit beit ge 3 
ON beſchrieben iſt. 2 


— 


za 4 


um den Werth des Kruͤmmungshalbmeſſer einer Set 
tion, welche in der vargegebenen Oberflächen durch eine 
beliebige Ebene, laͤngſt der Normale gefuͤhrt, gemacht iſt, 
oder durch die neue Ape der 28 zu ſinden, ſo wurde zes 
hinreichend! ſeyn ſtatt m in den oben gegebenen Aus⸗ 
druck von »die Tangente des Winkels, welchen dieſe Ebene 
mit der Ebene von x und macht, zu ſubſtituiren, Man 
wuͤrde den Kruͤmmungshalbmeſſer der Section, die durch 
dieſe letzte gemacht iſt, bekommen, indem man k = © 
5 vor 


= a A 
433-4453 ! 
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vorausſetzt, welches geben wide m = o und 2. 
f 2 


Wenn man uͤberdem alſo den Kruͤmmungshalbmeſſer die; 
ſer Section kennte, ſo haͤtte man dadurch den Werth 
des Differentialcoefficienten „ in Bezlehung auf dem 
neuen Syſtem der Coordinaten. Man wird ohne viele 
Schwierigkeit die beyde Coefficienten s und t beſtimmen, 
wenn man a priori den Kruͤmmungshalbmeſſer der Senden 
andern Sectionen kennen wird, welche mit der erſten 
gegebene Winkel macht, und ohne etwas von der Glei⸗ 
chung der vorgegebenen Oberflaͤche zu borgen, ſo wird 
man alsdann im Stande ſeyn, den Kruͤmmungshalbmeſ— 
ſer der Sectionen anzuzeigen die durch eine beliebige Ebe⸗ 
ne gemacht, welche durch die Axe der 2s geführt iſt, vor⸗ 
ausgeſetzt, daß man den Winkel hat, den dieſe Ebene 
mit einer der drey vorhergehenden Sectionen bildet; ein 
Umſtand der bemerkt zu werden verdient. 

In die Veraͤnderung der Coordinaten, welche wir 
uns eingebildet haben, indem man die Normale fuͤr die 
Axe der 2's und die tangentirende Ebene fur die Ebene 
der xen und y's nimmt, haben wir nichts über die Lage 
der Axen dieſer letzten Coordinaten feſtgeſetzt; weil aber 
die Ebenen der Osculirungskreiſe des größten und Fleins 
Ken Radius, untereinander perpendicular ſind, ſo koͤn⸗ 
nen wir annehmen, daß die Ebene der Ken und 1's durch 
einen dieſer Kreiſe geht, und daß die Ebene der „'s und 
28 mit der andern ſich deckt. Wir wollen alſo die Ebene 
N’/MG fuͤr die der Ken und zs und die Ebene n für 
die der y’s und s nehmen. In diefer Veranderung 
verſchwindet der Differentialcoefficient s; denn einer 
der Werthe von m, wird Null und der ande RO 


und, wenn man ſogleich in der Gleichung 
ms 
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m's a mer — t) - 
m co macht, ſo wird daraus s = s hervorgehen; ſetzt 
man ſie nachher unter die Geſtalt 
8 * 2 — = = 0 
In 

ſo wird man verſichert ſeyn, daß die Annahme von m 
unendlich, s = o giebt. 

In dieſer Hypotheſe wird man fuͤr eine Section die 
mit der pe der in und eis einen belkebigen Winkel 


bildet, v= a haben, und nennt man. +. diefen 


Winkel, von welcher m die Tangente ausdruͤckt, fo wird 
man durch die Relationen . teigoriomeieiftpen Einien 
haben 


und folglich 


et 
reo + t nV 


Man kann die Großen x und t vermittelt des größten 
und kleinſten Krümmungshälbmeſſer ausdruͤcken, denn 
man hat für den erſten v = o, und für den zweyten 
v 90°; indem man den einen durch a’ und den andern 
durch a bezeichnet, fo wird man finden 


a 58 = a“ 2 — T woraus 
1 1 
et) 1 und 
a a“ 


a’ 4“ 
— 
a“ co ＋ a“ ind? 
Es folgt daraus, daß der Kruͤmmungshalbmeſſer einer 
beliebigen Section, der perpendicular auf der tangentirenden 
II. Theil. * Ebene 


a2 22 
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Ebene iſt, nur vom groͤßten und vom kleinſten Kruͤmmungs⸗ 
halbmeſſer und vom Winkel den die ſchneidende Ebene 
mit die, der Sectionen bilder, auf welchen dieſe Radi 
ſich beziehen, abhängt. 


330. 


ee Alen jetzt zu den Fall zurückkehren, wo die 
Lage der coordinirten Ebenen beliebig ift, und ſehen, wie 
man in Rückſict auf dieſen Ebenen, die Lage derjen gen 
finden kann, welche den größten und kleinſten Osculi⸗ 
rungskreis enthalten. Die Art und Weiſe die ſich uns 
zuerſt darbietet zbeſtehet darin, die Transformation der 
Coordinagten, welche wir in Nr. 326 begriffen haben, aus⸗ 
zuführen, und nachher auf der tangentirenden Ebene, 
welche die der Abſelſſen geworden iſt, die Richtung der 
Axen dieſer letztern, durch die Bedingung, daß der Dif⸗ 
ferentialcoefficient s verſchwinde, (vorhergehende Nr.) zu 
beſtimmen. Es hat uns aber ein facher und e ner 


1 


geſchienen die Größe m oder das Verhaͤltniß z vermit⸗ 


teiſt der beſtändigen Großen, welche die Lage der ſchnei⸗ 
denden Ebene MNG (Fig. 47) particulariſiren, zu beſtim⸗ 
men, und folgendes iſt das Mittel wie man dazu gelan⸗ 
gen kann. 
Man wird bemerken, daß jemehr der Punct N dem 
Puncte M nahe iſt, um fo viel mehr wird die Section 
MN ſich nähern mit ihre Tangente zuſammen zufallen: die 
Tangente iſt nichts anders, als die grade Linie nach wel⸗ 
cher die schneidende Ebene, diejenige begegnet, welche die 
vorgegebene Oberflache in M berührt, und um ſo viel 
mehr wird auch die grade M/ N“ ſich nähern. die Prejec⸗ 
tion dieſer Tangente zu werden. Wenn dieſes feſtgeſetzt 
Id ‘ ift, 
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iſt, und man durch f 72 
2 — 2 A(xĩ — 00 Br 

die Gleichung der ſchneidenden Ebene vorftelit, fo wird 
man finden, daß die von der Projection ihres Durch⸗ 
ſchnitts mit der tangentirenden Ebene, auf der Ebene 
der s und y’g 

% — 0 = ο t A = 50 
ſeyn wird; und ſetzt man voraus, daß * und y N Ab⸗ 
ſciſſen des Pusets N ſeyn, fo wird man haben x- X h 


und y—y/=k, woraus man ziehen wird 
* = mm = 2 N 
h — 9 er 


für die Grenze des Verhaͤltniß welche untereihänder die 
Großen h und k haben koͤnnen, die, nach den gebrauch⸗ 
ten Principien in der Unterſuchung der Osculirungskugel 
(Nr. 321) ſo klein als man will ſollen angenommen werden 
koͤnnen. Subſtituirt man den Werth von m in den von M 
fo wird der Ausdruck des Krümmungshaldmeſſer nur von 
den beſtaͤnd:gen ‚Größen A und 8 abhangen; man muß 
aber bemerken, daß weil die ſchneidende Ebene durch die 
Normale u gehet, ſo exiſtirt eine nothwendige Relation 
zwiſchen A und B. In der That, muß die Gleichung 
dieſer Ebene identiſch werden, wenn man darin ſtatt 
* — x und y— ihre aus den Gleichungen der Nor⸗ 
male (Nr. 323) gezegenen Werthe ſetzen wird. Effee⸗ 
tuiet man die Subſtitution und dividirt durch 2 — 2 fo 
wird man finden 
I Ap g. 
Es wuͤrde jetzt leicht ſeyn eine der Größen A und B des 
Ausdrucks von m zu vertreiben, und ſetzt man das Re, 
1 in der Gleichung (s), fo. würde man deejeni⸗ 
e haben, welche die Lage der Ebenen, die den 
X 2 5 groß⸗ 


324 Fuͤnftes Capitel. 


groͤßten und kleinſten Osculirungskreis enthalten, ges 
ben ſoll. i 


331. 


Die Betrachtung der auf einander folgenden Nor⸗ 
malen, welche uns zum Ausdruck des Kruͤmmungshalb⸗ 
meſſer der Curven (Nr. 280) geführt hat, wird eben fo 
auf den Oberflaͤchen angewendet, und verbreitet ein neues 
Licht uͤber die beſondre Eigenſchaften des groͤßten und 
kleinſten Kruͤmmungshalbmeſſer. Man hat geſehen (Nr. 323) 
daß die Gleichungen der Normale waren 

(* — X. ＋ (2 — 20 Pp . , 

Gate Nah... 
die Größen * y, 2 p und g, den Punct zugehörig, 
welchen man auf der vorgegebenen Oberflaͤche betrachtet, 
find beſtaͤndig für dieſelbe Normale, fie verändern aber 
ihren Werth, wenn man zu einer zweyten Normale, wel⸗ 
che auf die erſtere folgt, übergeht; dieſer Durchgang kann 
aber in einer unendlichen Anzahl von Richtungen geſche⸗ 
hen, nemlich, von dem Punct M zu einem jeden der ums 
gebenden Puncte: man muß alfo, um alle nur mögliche 
Sale zu umfaſſen, zu gleicher Zeit * y’ und 2% veraͤn⸗ 
dern laſſen, und da man nur den Durchſchnittspunet der 
erſten Normale mit der zweyten ſucht, ſo wird man die 
Coordinaten x, y und 2, womit dieſer Punct behaftet iſt, 
als beftandig betrachten. Differentürt man unter dieſem 
Geſichtspuncte die Gleichungen (a) und (b), und betrach⸗ 
tet man daß dz! = pdx’ + in 


I ar dy'=rdx'-Lsdy 

Pen “re a 
dz’ d’z’ 

dq=d 


3 — er / 
ay“ 9 dx dy“ 5 477 ir dx +tdyl, ift, 
2 fe 
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ſo wird man finden 
dx p'dx,— pꝗ / I- (z—20) (rdx/TSdy) O. . . (e) 
ay - 'dy—-pꝗdx/- (z 20 (sdx' dy O. .. (d). 

Geben die Gleichungen (a) und (b) die Werthe von Xx. 
und von 7 — y, wenn die Gleichung von z—z’ bekannt 
ſeyn wird, ſo muͤſſen, damit die vorgegebene Frage eine 
Aufloͤſung hat, die beyde Gleichungen (e) und (d: in der 
Beſtimmung dieſer letztern Groͤße uͤbereinſtimmen. Das 
Reſultat welches man bekommen wird, indem man —2“7 
eliminirt, wird nur noch die einzige Groͤße = enthal⸗ 
ten, welche nicht durch die Natur der Frage gegeben ſey, 
und von der ſie den Werth particulariſiren wird; dieſe Groͤße 
zeigt uns die Richtung der graden Linie M“ N“, welche die 
Projectionen der beyden aufeinander folgenden Puncte, 
die man betrachtet, oder, was einerley iſt, die Graͤnze 
der Groͤße m (vorhergehende Nr.) verbindet; es folgt 
alſo daraus, daß, um zwey ſich ſchneidende Normalen zu 
finden, oder die in einerley Ebene liegen, man nicht ohne 
Unterſchied von einem Punct zum andern auf der vorge⸗ 
gebenen Oberflache gehen kann. 

Wenn man zuerſt 42 aus der Gleichung (e) und (d) 
verjaget, ſo wird man, um 2 — 2 zu beſtimmen, eine 
Gleichung haben, die, indem man z in 1 verwandelt, 
in der Gleichung (7) (Rr. 327) eingehen wird; und wenn 
man 2 — 2“ aus den nemlichen Gleichungen eliminiren 


“ N 
wird, ſo wird das Reſultat, welches 12 anzeigt, daſſelbe 


ſeyn als die Gleichung (8), welche die Werthe von m 
enthalt: der groͤßte und kleinſte Osculirungskreis, wer⸗ 
den alſo ihren Mittelpunct beym Durchſchnitte, der beys 
a * 3 den, 
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den, aufeinander folgenden Normalen haben, ein Kennzeichen 
(caractère) welches fie auf einer bemerkungswerthen Art, von 
allen andern Beruͤhrungskreiſen unterſcheidet, und wel: 
ches wie man ſieht, uns ein, ſie leicht 11 befimnendes 
Mittel darbietet. 

Ich laſſe bemerken, daß man unter je ſehe einfa⸗ 


chen Geſtalt, die Gleichung von weicher 27 "abhängt, bes 


kommen kann, indem man in den er (o) und 
(A“, dz“ ſtatt pax“ + gdy’, dp ſtatt rdx“ sd“, dq ſtatt 
sdx’ + tdy“; denn nachdem man 2 — 2“ eliminirt hat, 
ſo wird man alsdann finden 

dptdy’ + ꝗdz“) — dq dx! + pdz‘) = O... (e) 


dy 
Da der Werth von = als Function von x“, „/ und z’ 


gegeben iſt, fo verändert er ſich für jeden Pnct der 
vorgegebenen Oberfläche; die Lage des Puncts M beſtimmt 
die Richtung in welcher man zum andern Punct N gehen 
muß; aus der Lage diefes letztern ziehet man eine neue 
Richtung, auf welcher ſich der dritte befindet, und ſo im⸗ 
mer näher und naͤher. Ein jeder Punct der vorgegebe⸗ 
nen Oberfläche gehört alſo auf der Art zu einer Reihe 
von Puncten, welche durch die Bedingung, daß ihre 
Normalen ſich zwey und zwey aufeinander folgend, ſchnei⸗ 
den, verbunden find. Dieſe Puncte bilden eine Curve 
auf der vorgegedenen Oberflache, und ihre Projeetlonen 
bilden daraus auf der Ebene der „s und p's eine andre 
wovon M. N“ eine kleine Seite vorſtellt, und folglich 


h ‘ 

hat die Tangente zur Gleichung 1 — y = 25 ( x). 
6 Satt dung 7 dy!“ 
Was wir ſo eben, für ‚einen Werth von de geſagt 
4 7 * haben, 
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haben, muß auch insbeſondre bey einem jeden der Wer⸗ 
the welche dieſe Gleichung haben muß, angewendet wer⸗ 
den; man ſieht daraus, daß der Punct M ſich auf zwey 
Curven befindet die ſich in einem rechten Winkel schneiden, 
und davon eine den groͤßten Kruͤmmungshalbmeſſer und 
die andre den kleinſten entſpricht. Dieſe e heißen 
Kruͤmmungslinien. 

In der Kugel, von welcher alle 5 445 durch den 
Mittelpunct gehen, find die Krümmungslinien nichts an⸗ 
ders als die größten Kreiſe und es giebt deren folglich ei⸗ 
ne unendliche Anzahl für j'den Punct. Dieſer Umſtand 
iſt durch die vorhergehende Theorie zu erkennen; denn 
indem man ſtatt p, q, r, s und t, ihren Werth in der 
Gleichung (e) ſetzte, fo wurde fie identiſch werden un⸗ 
abhangig von keinem Verhaͤltniße zwiſchen dx, und 4“. 

Wenn man die Coordinaten a, 6, 5 der Mittelpunct 
des größten oder des klein ſten Berährungskkeiſes (Re. 325) 
oder was einerley ift die Coordinaten x, y und z die den 
Durchſchnitten der beyden aufeinander folgenden Norma⸗ 
len entſprechen, beſtimmt haben wird, wenn man x’, y’ 
und ,, zwiſchen den erhaltenen Reſultaten und der Glei⸗ 
&ung der vorgegebenen Oberflache elimimirt, ſo wird man 
die der krummen Oberfläche haben welche der Ort von 
allen Mittelpuncten der größten und kleinſten Krümmung 
iſt. Dieſe letzte Oberflache iſt uͤberhaupt eine einzige 
Oberflache davon eine Nappe die Mittelpuncte der gröf- 
ten Krümmung und die andre die der kleinsten enthält; 
dennoch aber, wenn die Gleichung (29 die den El 


72777 
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Die Bedingungen der Beruͤhrung von zwey Oberflaͤ⸗ 
chen, koͤnnen von der Deckung ihrer aufeinander folgenden 
Puncte abgeleitet werden. Stellt man durch x, y/, 2“ 
die Coordinaten der vorgegebenen Oberflache, und durch 
x, y. 2, die, der beruͤhrenden Oberflache vor, ſo muß 
zuerſt, damit die zweyte durch denſelben Punct als die erſte 
geht; indem man X = * 1 „“ macht, 2 = 2“ kom⸗ 
men: nachgehends, um eine Beruͤhrung der erſten Ordnung 
auf alle Sectionen die man durch denſelben Punct in der 
einen und in der andern Oberflache machen kann, zu has 
den, fo muß die Gleichung dz = dz, oder Pax, + Qdy’ 
= pdx! + gdy’, unabhängig von dx’ und dy’ befriedigt 
ſeyn, welches P-p=o, Oo erfordert, fo wie man 
es ſchon (Nr. 321) geſehen hat. Vergleicht man die zwey⸗ 
ten Differentiale, um eine Berührung der zweyten Ord⸗ 
nung zu bekommen, fo wird man machen de — d’z’ oder 

dx -I aSdx dy“ + Tdy“ dx‘ -Hi2sdx/dy/ + tdy’*; 
wenn diefe Gleichung ſich unabhängig von dx und ay, 
wahr gefunden wird, d. h. wenn man einzeln R—r=o, 
S-s=o, T—t=o haben wird, fo wird die Beruͤh⸗ 
rung auf alle Linien von der zweyten Ordnung ſeyn, nach 
welchen durch den Punct den man betrachtet, gefuͤhrte 
Ebenen, die beyde vorgegebenen Oberflaͤche ſchneiden wer⸗ 
den. Dieſe Refultate find völlig mit den in Nr. 321 über: 
einſtimmend: wenn man nur über den Geift der Methode 
welche uns in einem und dem andern Falle dahin geführt 
haben, nachdenkt, fo wird man fehen, daß ifie im we⸗ 
ſentlichen nicht differiren und daß die zweyte über der 
erſten den Vortheil hat, mit mehr: Kürze ausgedrückt wer⸗ 
den, zu Fönsen. Man konnte diefe Betrachtungen fo weit 

fort 
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fort führen als man wollte, ohne die geringſte Schwie⸗ 
rigkeit zu begegnen; wir wollen uns alſo dabey nicht 
aufhalten. 


333. 

Da eine vollſtaͤndige Berührung der zweyten Ordnung 
ſechs eu erfüllende Bedingungen erfordert, fo folgt daraus 
daß die Gleichung der deruͤhrenden Oberflache eine ähns 
liche Anzahl von beſtaͤndigen willkuͤhrlichen Groͤßen enthal⸗ 
ten, muß, und daß folglich die einfachſte Gleichung die 
man für dieſe Oberflaͤche nehmen koͤnnte, nur von der 
Geſtalt 

2 = Ax + 2Bx + 2Cy -- Dx“ ＋ 2 Exy ＋ Fy? 
ſeyn kann. | 

Wenn die Abſeiſſen x und y in. der tangentirenden 
Ebene lägen, und die Axe der 2's ſich mit der Normale 
deckte, da man alsdann p=P=o, q=Q=o hätte, fo 
wuͤrde die obengenannte Gleichung ſich zu 

2 Dx + 2 Exy + Fy⸗ 

reduciren; nimmt man zu den Ebenen der xen und 28 
und der y's und 2˙8, die weiche den größten, und klein⸗ 
ſten Beruͤhrungskreis enthalten, fo würde man haben 
s So, woraus E=o, und es wuͤrde für die beruͤh⸗ 
renden Oberflaͤche dieſe ſehr einfache Gleichung z=Dx’-HFy?, 
welche zu den Oberflächen der zweyten Ordnung gehört, 
die in Nr. 318 betrachtet find, kommen. 

Es iſt evident, daß zwey Oberflächen die eine voll: 
ſtaͤndige Berührung der zweyten Ordnung haben, auch 
bey dieſem Punct dieſelbe Kruͤmmung in allen Richtungen 
haben. Man kann auch beweiſen, daß, wenn zwey Ober⸗ 
flachen die durch einerley Punct gehen, ihre größten und 
kleinſten Kruͤmmungshalbmeſſer reſpective gleich haben, 

* 5 auch 
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auch untereinander eine vollſtändige Berührung der zwey⸗ 
ten Ordnung haben; in der That, wenn man dis eine 
und die andre auf der ihnen gemeinſchaftlichen tangentis 
renden Ebene und auf den Ebenen ihres größten und 
kleinſten Beruͤhrungskreiſes beziehet, fo vernichten ſich ihre 
erſte Differential⸗Gleichungen, und ihre zweyte Differen; 
tial»Öfleichungen werden 

5 dz rdx“ + tdy“, d’z=Rda’-+ Tay*, 
»Wenn der Kruͤmmungshalbmeſſer a“ und a“ (Nr. 329), 
für die eine und die andre dieſelben ſind, ſo wird man 
daraus ziehen r K und t= T. f 


Es folgt daraus, daß die durch die Umdrehung des 


größten Beruͤhrungskreiſes MN (Fig. 48) um der graden 
Linie oH (die durch den Mittelpunct o des kleinſten BE 
rüßrungsfrefes und ſenkrecht auf ihrer Ebene geführt ft) 
erzeugte Oberflache, eine vollſtaͤndige Berührung der zwey⸗ 
ten Ordnung mit ihrer vorgegebenen Oberflache hat, 
und daß es daſſelbe ſeyn wuͤrde mit der, welche die um⸗ 
drehung des kleinſten Beruͤhrungskreiſes Mn um einer 
graden Linie, die durch den Mittelpunct O des groͤßten, 
und perpendicular auf ihrer Ebene geführt iſt, hervor 
dringen wuͤrde. 


334. i — 

um, in Vetracht der krummen Oberflächen denſel⸗ 
ben Gang zu folgen, als in Betracht der krummer Li⸗ 
nien, ſo wollen wir uns jetzt mit der Unterſuchung der 
Gleichung einer Oberfläche beſchaͤftigen, die durch den 
fucceffi ven Sectionen einer unendlichen Anzahl anderer 
von einer gegebenen Natur, gebildet iſt, d. h. von einer⸗ 
ley allgemeinen Gleichung abgeleitet, die eine willkuͤhrli⸗ 
che beſtaͤndige Größe m enthält, welcher man alle mög- 
liche 
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liche Werthe giebt. Es iſt evident, daß zwey dieſer aus 
den ſehr wenig unterſchiedenen Werthen von m hervorge⸗ 
henden Oberflaͤchen nothwendig eine von der andern ſeht 
nahe ſeyn, und ſich nach einer Linie werden ſchnei⸗ 
den koͤnnen; gedenkt man ſich eine Reihe von Oberflächen 
die, nach einem gewiſſen Geſetz ſich immer mehr und 
mehr naͤhernd, auf einander folgen, fo werden ihre fucz 
ceſſiben Durchſchntte, indem fie ſich immer mehr und 
mehr zuſammen ziehen, einen Raum beſtimmen, deſſen 
geſuchte Oberflache die Gränze ſeyn wird: unter dieſen 
Nahmen werden wir ſie von nun an bezeichnen, 

er Laßt uns zu den Erzeugungs⸗ Oberflaͤchen eine Reihe 
von Ebenen nehmen, die alle durch einerley Punct gehen; 
ihre Gleichungen koͤnnen nur von der Geſtalt 

IK) BH = ＋ c e o 

ſeyn, und die beſondre Lage einer jeden wird nur von 


A B g 
den Berhäitnifien E und = abhangen, welche wir, um 


abzukuͤrzen, durch m und en vorſtellen werden. Nachdem 
dieſcs feſtgeſetzt iſt, müffen wir bemerken, daß dieſe beyde 
Großen untereinander verbunden find, dergeſtalt, daß 
man m = ken haͤtte, wo die Carakteriſtick e f eine ge⸗ 
gebene Function bezeichnet; die vorhergehende Gleichung 
wird werden 1 51 I ee e 
fen) = eng = e ( = 6. Ci); 
und um von einer Ebene zu der, die derſelben unmittel⸗ 
bar folgt, zu gelangen, ſo wird man nur allein die Groͤße 
n verändern muͤſſen, weil, da die Coordinaten x, y und 
2, an den Puneten der graden Linie haften, nach welcher 
ſich die beyden vorgegebenen Ebenen ſchneiden werden, 
der einen und der andern gemeinſchaltlich Kind; dieſe Ber 
tahtung wird geben 

5 5%) 


332 FBauͤnftes Capitel. 
od) HN) e. , 

indem man ak n) = fn) dn macht, und durch an dir 
vidirt. Es iſt ſogleich ſichtbar, daß wenn die Geſtalt der 
Function fen) bekannt ſeyn wird, man a zwiſchen dieſer 
Gleichung und der vorhergehenden eliminiren wird, und 
es wird daraus die der geſuchten Oberflache entſtehen: 
ich werde aber überdies noch bemerken laſſen, daß die 
Eliminirung noch ſtatt haben kann, indem man die Func⸗ 
tion f ganzlich unbeſtimmt laͤßt. In der That, weil man 


aus der Gleichung (2), 5 = — ziehen kann, ſo 
muß man daraus ſchließen, daß die Größe n eine Fune⸗ 
tion der Größe — iſt, eine Funetion, die man in ih⸗ 
rer unbeſtimmten Lage, durch, die Caracteriſtik J bezeich⸗ 
nen wird, und man wird haben n = y IE Supfiituiet 
man dieſen Ausdruck in der Gleichung (1) ſo Ren kommen 


G pe * ＋ O D 


Giebt man dieſem Reſultate die Geſtalt 
EN 2—7 
1 2 
ſo iſt es leicht zu ſehen, daß die erſte Haͤlfte eine Func⸗ 
% L — 
tion 3 iſt; man kann ſie alſo durch e (Z). lvor⸗ 
ſtellen; und es wird kommen 
2% y—# 
n); 
Dieſes iſt die Geſtalt der allgemeinen Gleichung derjeni⸗ 
gen Oberflächen, welche die Graͤnzen einer unendlichen 


Anzahl Ebenen ſind, die alle durch den Punct, deſſen 
Coor⸗ 
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Coordinaten % 8 und , find, gehen, und überdies nach 
einem beliebigen Geſetz aufeinander folgen. Dieſe Erzeugung 
begreift alle coniſchen Oberflächen in ſich; denn die Durch⸗ 
ſchnitte der aufeinanderfolgenden Ebenen, werden grade 
Linien ſeyn, die durch den, den Ebenen gemeinſchaftlichen 
Punct geführt find. 

Das Verfahren welches ich in Nr. 314 angezeigt has 
be, um eine coniſche Oberfläche zu erkennen, führt zu 
demſelben Reſultate; denn um, ſo wie es das Verfahren 
mit ſich bringt, den Urſprung zu dem Puncte hinzuver⸗ 
ſetzen, deſſen Coordinaten =, A, y find, muß man x4, 
y/+ß, % Ev, ſtatt x, y und 2 ſubſtituiren, und da das 
Reſultat in Beziehung auf x, „ und 2½ gleichartig wird, 
wenn man darin 2 mx“ und „nx“ macht, fo wird es 
zu einer Function von m und n werden, und wird durch 
tm, n) So vorgeſtellt werden koͤnnen; aber wegen „x 


— 4, Y=y—ß, !=2—y, wird man haben me 
— 38 RR 
nr — und folglich . = 2 0. 
RX — 4 — Xx — 
Da die beyde Groͤßen — und I— „durch einer⸗ 


ley Gleichung verbunden ſind, ſo a man daraus wie 
hier oben ſchließen, daß die eine, eine Function von der 
andern iſt. 

Es leuchtet nicht ſogleich ein, daß man von der Gleis 


2 — 
chung — = um 
Km 


zu erkennen ob eine vorgegebene Gleichung einer conifchen 
Oberflache angehoͤrt, oder nicht angehört, eliminirt man 
aber die unbeſtimmte Function von 9, durch das in Nr. 
83 angezeigte Verfahren, und macht man immer zur 

Ver⸗ 
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Verkuͤrzung de=pdx+gdy ſo wird man finden 
ee 

Dieſes Neſultat druͤckt die Relation aus, welche zwiſchen 
der Ordinate 2, ſeinen Differentialcoefficienten, und den 
Abſeiſſen x und y, fur alle coniſche Dserflächen ſtatt finden 
muß; und es wird dazu dienen, die Gleichung einer 
Oberflache dieſer Famillie zu erkennen, ſo wie die in 
der ‚angeführten Rr. erhaltenen Gleichung, die Functio⸗ 
nen von ax+-by zu erkennen, dienet. 

Die unbekannte oder willkuͤhrliche Function 9 beſtim⸗ 
met ſich durch die Bedingungen, welche die vorgegebene 
Oberflache particulariſiren; eine der einfachſten beſteht in 
der Vorausſetzung, daß dieſe Oberflache durch eine gege⸗ 
bene Curve gehen ſoll. Es ſeyen kx, y, 2) S o und 
f(x, Y. 2) o die Gleichungen der beyden Oberflaͤchen, 
welche die in Rede ſtehende Curve enthalten; es muͤſſen 
zu gleicher Zeit in jedem Puncte dieſer Curve, die ia 
folgenden Gleichungen: 


— ® Ca F(x, J, 2) 0, f, y, 2) S o, 
X — 7 8 X— 4 = 


ſtatt haben. 


— 
Laßt uns —. St machen, fo wird kommen — 
2 


= ) und nachher annehmen, daß man , 1 und 2, 
zwiſchen dieſen beyden letzten Gleichungen und den Gleichun⸗ 
gen F, y. 2) , f (N, Y, 20 S, eliminirt hätte, ſo wird 
nothwendig eine Gleichung zwiſchen t und P(t) bleiben, 
die wir durch kt, et s vorſtellen werden; fegt man 
fuͤr t und at) die Groͤßen welche fie ausdrücken, fo wer: 
den wir die Gleichung der geſuchten coniſchen Oberfläche 
haben. 


Man 
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Man kann ſich noch vornehmen, den Kegel der um 
einer gegebenen Oberflache beſchrieben iſt, hu beſtimmen. 
In dieſem Falle muß man zuerſt die Gleichungen der 
Curve ſuchen, nach welcher der Kegel dieſe Oberflache 
berühren muß, und es iſt leicht zu ſehen, daß dieſes 
darauf hinauslaͤuft, den Ort der Puncte zu finden, wo 
fie durch eine Reihe von Ebenen berührt iſt, die durch. 
den Scheitel des Kegels geführt ſind, eine Ba, die 
wir ſchon in (Nr. 322) fuͤr die, in der Gleichung 

ax + by? +.’ l. 

begriffene Oberflächen, aufgelößt haben, und zwar durch 
ein Verfahren, daß ſich auf jede beliebigen Oberflaͤche 
ausdehnt. Es bedarf im Grunde nur der Combinirung 
der Gleichung der gegebenen Oberflache mit der Gleichung 
der Beruͤhrungsebene die unter der Geſtalt 

mr p = = A 
geſetzt iſt; hat man alsdann die Gleichungen der beyden 
Oberflächen welche die Curve enthalten durch welche der 
geſuchte Kegel gehen muß, ſo wird man ſich ſo wie vor⸗ 
her der willkuͤhrlichen Function entledigen. Im gegen⸗ 
wärtigen Beyſpieſe ift die Curve die der Ort aller Beruͤh⸗ 
rungen iſt, durch die Gleichungen f 
| ax Eye =I, _ aux+bey--eyz=l® 
vorgeſtellt. Verbindet man dieſe letzte Gleichung mit 
2— 7 
X — & 
reduciren, daß fie nur noch t und et) enthalt, und wenn 
man nachher für dieſe Groͤßen ihren Werth ſetzt, fo wird 
daraus die Gleichung des geforderten Kegels kommen. 


—B 
=: und T = o, ſo wird man die erſte fo 


Es iſt hier am rechten Ort zu 3 daß man, 
in dem Vorhergehenden die Mittel hat, die vornehmſten 
8 Auf⸗ 
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Aufgaben der Perſpective und der Theorie der Schatten 
analytiſch aufzulöſen (E S. 109 und 114). 
335. 


Die eylindriſchen Oberflächen koͤnnen betrachtet wer⸗ 
den als ob ſie durch die ſucceſſiven Durchſchnitte einer 


RNeihe von Ebenen, die nach einem gewiſſen Geſetz ges 


fuͤhrt und perpendicular auf einer gegebenen Ebene ſind, 
hervorgebracht werden. Es ſey 
ax ＋ by ＋ cz2 
die Gleichung dieſer letzten Ebene, und 
Ax ＋ BY ＋E C2 ＋ D o, 
die Gleichung einer jeden beliebigen dieſer erſten, man 
wird ſogleich haben 


Aa ＋ Bb ＋ ce = 0 (Nr. 304) 
und macht man 


ſo wird kommen 


112 — 


ſetzt man nachher die Gleichung 
Ax ＋ By ＋ ez Deo‘ 
unter die Geſtalt 


S 
ſo Rn daraus hervorgehen 
‚m(bx % 4 b. ꝙ ＋ =o: 
die Lage der, durch dieſe Gleichung vorgeſtellten Ebene, 
hängt nur bioß noch von den beyden Größen m und — ab. 
Setzt 
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Setzt man voraus, daß die zweyte eine Function der er⸗ 
ſten, fo ſey werden wir haben 

m(bx — ay) + bz — cy ＋ f(m) = . . (I) 
Geht man nachher zu der gleich folgenden Ebene uͤber, 
indem man in Beziehung auf m allein differentiirt, ſo 
werden wir bekommen 

bx — ay E fm) .. . (a). 

Wenn die Geſtalt der Function f gegeben ſeyn wird, fo 
wird man m zwiſchen dieſe zwey Gleichungen eliminiren; 
raiſonnirt man abers ſo wie in der vorhergehenden Rum. 
fo wird man finden m = Yibx — ay), woraus 

(bra) bx—ay)+f[Ybx -ay)]-Hbz -ey=o; 
und man wird daraus ſchließen, daß die allgemeine Gleis 
chung der cylindriſchen Oberfläche, von der Geſtalt 

bz — ey (b — ay) 

ſeyn wird. Eliminirt man die willkuͤhrliche Function . 
fo wird kommen ap bg — c=o. Man würde die 
willkuͤhrliche Function, jo wie für die coniſchen Oberflaͤ⸗ 
chen beſtimmen. 


Wir wollen eine Reihe Wa betrachten, die ihren 
Mittelpunet auf einerley graden Linie liaben, eine jede der— 
ſelben wird die naͤchſt auf ihr in einem Kreiſe folgen de ſchnei⸗ 
den, deren Ebene perpendicular auf der Linie ſeyn wird, 
die alle Mittelpuncte verbindet; die Sammlung der Durchs 
ſchnitte dieſer Kugeln die, je zwey u. zwey aufeinanderfofs 
gend genommen, wird alſo eine Oberfloche bilden die, 
nachdem ſie durch eine Ebene, die perpendicular auf der 
vorgegebenen graden Linie iſt, geſchnitten waͤre, immer 
einen Kreis geben wird, und folglich durch die Um⸗ 
drehung einer gewiſſen Curve um dieſer graden Linie, 
hervorgebracht ſeyn wird. 

II, Theil. 9 her⸗ 
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Um dieſe Erzeugung analytiſch auszudruͤcken, fo 
werden wir durch ea + 4, y = bz! ＋ 3 
die Gleichungen der Umdrehungsape vorſtellen; die, der 
Kugeln deren Mittelpunct ſich auf dieſer Axe befindet, 
wird ſeyn (XX TC -N - 2 ns, und um fie zu 
particulariſiren, wird es hinreichend ſeyn eine der Coor⸗ 
dingten ihres Mittelpuncts zu finden. Man mache m, 
fo wird Kraft der Gleichungen der Umdrehungsaxe 

x am ＋ a, “ e bm ＋ 6 
kommen; ſubſtituirt man dieſe Werthe in der Gleichung 
der Kugel, ſo wird es leicht ſeyn ihr die Geſtalt 
* ＋ n- αν - Wen 80 
+ a’m’+b’m’+m’—n?), 
zu geben. 

Setzt man nachher feſt, daß die Groͤße des Halb— 
meſſers einer jeden Kugel, von der Lage ihres Mittel 
puncts abhaͤngt, ſo wird man a’m?+b’m?--m’—n’=f(m) 
vorausſetzen koͤnnen, wonach ſich die obige Gleichung in 
-O y- zm (X-) a - bg I-＋H m) 1) 


verwandeln wird. 


Geht man zu der gleich darauf folgenden a 

fo wird man haben 
[Ja y—B)b+z]-+f K *. (2 

Wenn die Function fm) nicht beſtimmt iſt, fo wird man 
aus dieſer letzten Gleichung m=y[(x—a)a+ly—Bb+z] 
ziehen, und fubftituirt man dieſen Ausdruck in der Gleis 
chung (1), ſo wird kommen 

(X- - eK “)aty—Bb+z]. 
Wenn die Umdrehungsare durch den Urſprung der Coor⸗ 
dinaten ginge, fo würde man haben So, go, und die 
obige Gleichung würde ſich auf xX yz Sax-＋Eby-E2) 
reduciren endlich, wenn dieſe Axe mit die der 2s ſich 

f deckte, 
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deckte, fo würde man uͤberdies a=o, bo haben, und 
es wuͤrde kommen YZ 2), oder 2 n. 

Eliminirt man die willkuͤhrliche Function der allge⸗ 

meinen Gleichung, ſo wird man 

Ge) -=) @+p)-+z(bp-ag)=o 

bekommea, eine Bedingungsgleichung, vermittelſt welcher 
man erkennen wird, daß eine vorgegebene Oberflache, 
durch Umdrehung entſtanden iſt, oder nicht, und daß ſie 
im erſten Fall, die Lage ihrer Are iſt: führt man nach⸗ 
her eine beliebige Ebene durch dieſe grade Linie, ſo wird 
man die Erzeugungscurve haben. 

In den drey Famillien der Oberflaͤchen, von wel— 
che wir ſo eben die allgemeine Gleichung beſtimmt haben, 
hat die Elimmirung der Größe m geſchehen koͤnnen, nicht 
eben ſo wird es ſich in der folgenden Frage verhalten, welche 
die wichtigſten partichlaritäten der Theorie, die wir jetzt 
vortragen enthaͤlt, und deren Reſultate das groͤßte Licht 


uͤber einen der vorzuͤglichſten Zweige des Integralcalculs 
verbreiten werden. 


0 337. f 
Es ſey vorgegeben die allgemeine Gleichung der krum⸗ 
men Oberflaͤchen zu finden, die durch die ſueceſſiden 
Durchſchnitte einer Reihe von Kugeln, die mit einerlet 
Radius beſchrieben, und wovon alle Mittelpuncte in 
der Ebene der x's und yes auf einer gegebenen Curve, 
liegen, gebildet find. Dieſe Oberflaͤchen find ein heſon⸗ 
drer Fall der ringfoͤrmigen Oberflächen (E Nr. 98) wer 
che wir weiter unten in ihrer ganzen Ausdehnung betrach⸗ 
ten werden. Rennt man x und „ die Coordinaten der 
gegebenen Curve und a der Radius aller Kugeln, ſo wird 
die allgemeine Gleichung dieſer Oberflächen ſeyn 
1 i Y 2 @- 
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(x — * ＋ O Y T2 D. ö 

Wenn man die insbeſondre betrachtet, fuͤr welche man 

hat / m, / n, und man durch n = (m) die Rela⸗ 

tion betrachtet die zwiſchen m und n ſtatt finden muß, 

Kraft der Gleichung der Curven von den Mittelpuncten, 
ſo wird man fuͤr eine Kugel und ihre naͤchſtfolgende 
[(* — mj? ＋ ly — em T= . 5 

* —- m TU m)]. ˖]ũm . 0 
haben. 

Die Gleichung (2) welche die Größe m enthält, die 
in verſchiedene Functionen verwickelt und mit den veraͤn⸗ 
derlichen Großen » und y combinier iſt, kann nicht mehr 
unmittelbar dieſe Groͤße geben, wie in den vorhergehen⸗ 
den Beyſpielen. Alles was man erhalten kann, ſo lange 
als die Geſtalt der Function 9 unbeſtimmt ſeyn wird, 
iſt eine Gleichung zwiſchen den veränderlichen Größen x 
y und = und den Differentialcoefficienten p und g. Um 
dahin zu gelangen wird man ſucceſſive die erſte Gleichung 
indem man m als beftändig betrachtet, in Beziehung auf 
x und auf y differentiiren; denn es iſt leicht zu ſehen, 
daß Kraft der Gleichung (2), alle aus der Veränderung 
von m entſtehenden Glieder, ſey es in Beziehung auf x, 
oder auf 5, Rull ſeyn werden. Nach dieſer Betrachtung 
wird man finden 0 f 
* m ＋ pb y em) ＋ 24 2 0. 
Setzt man in der Gleichung (1) ſtatt m und ye 
die Werthe welche dieſe letzte Gleichungen geben, fo 
en; kommen 

artnet; 
a zeiget, daß in allen gefuchten Oberflächen die gänge 
der Normale in Nuͤckſicht auf der Ebene der #8 und * 


genommen, beſtändig iſt (Nr. 333) 3 ein Reſultat, das 
man 


5) 
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man üͤberdem nach ihrer Erzeugung vorherſehen konnte. 
In der That wird man mit ein wenig Aufmerkſamkeit 
bald ſehen, daß eine beliebige dieſer Oberflaͤchen betrach⸗ 
tet werden kann, als ob ſie aus einer unendlichen Anzahl 
unendlich ſchmaler Zonen beſtuͤnde, auf eine jede der 
Kugeln genommen, die zu ihrer Entſtehung beytragen; 
Zonen die auf dieſe Kugel durch ihre Durchſchnitte mit 
der ihr vorhergehenden und mit der folgenden beſtimmt 
ſind; da jede dieſer Zonen die Eigenſchaft der Kugel ge⸗ 
nießt, fo wird ihre Graͤnze oder die geſuchte Oberfläche, 
ſolche auch theilhaftig ſeyn. 


Die jetzige Aufgabe iſt völlig derjenigen analog, wo 
eine Curve beſtimmt werden ſoll, die alle Kreiſe beruͤhrt, 
welche von einerley Radius auf die verfchiedenen Puncte 
einer gegebenen Curve (Nr. 290) beſchrieben ſind. Die 
Zonen welche wir hier ſo eben haben bemerken laſſen, 
find in dem cittirten Artikel, durch die kleine Bogen, etz 
ſetzt, die auf jedem Kreiſe zwiſchen ſeinen Durchſchnitten, 
mit dem ihm vorhergehenden und dem ihm folgenden ent⸗ 
halten find; die geſuchte Curve berührt den Kreis nur in 
einem Punet; die Oberflache aber, hat auf jeder Kugel 
eine Berührung im ganzen Umfange eines Kreiſes. In 
der That, fo lange als die Große m als beftändig betrach⸗ 
tet ſeyn wird, werden die Differentialcoefficienten p und 
q denſelben Werth für die, durch die Gleichung (1) vor— 
geſtellten Kugel, als fuͤr die geſuchte Oberflaͤche haben; 
aber die Gleichung (2) welche dieſe Bedingung ausdruͤckt, 
kann, als die Gleichung einer Ebene betrachtet werden, 
die durch den Mittelpunct der Kugel perpendicular auf 
die der Ks und 's, aufgerichtet iſt; und ihre Ver⸗ 
bindung mit der Gleichung (1) wird den groͤßten 

Y 3 g Kreis 
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Kreis geben, deſſen Umfang alle Beruͤhrungspuncte ent 
haͤlt *). 

Die Beyſpiele der vorhergehenden Artikel, find derſelben 
Bemerkungen fähig und die Graͤnz⸗Oberflaͤche wird eine jede 
der Erzeugungs- Oberſlaͤchen, laͤngſt der, durch das Ins 
ſembel der Gleichungen die wir durch () und (2) ange⸗ 
zeigt haben, ausgedrückten Linie, beruͤhren. Der Kegel 
und der Cylinder werden ihre Erzeugungsebenen in der 
gonzen Ausdehuung einer graden Linie, beruͤhren; die 
Umdrehungs⸗Oberflaͤche wird ihre Erzeugungskugeln nach 
einem Kreis beruͤhren. 


a 338. 
Es ſey allgemein » So, eine Gleichung zwiſchen u, 
7, 2 und einer willkuͤhrlich beftändigen Größe m; indem 
man von der einen diefer Oberflaͤchen, welche dieſe Glei⸗ 
chung vorſtellt, zu der ihr nachfolgenden, übergeht, fo 
hat man fuͤr den beyden gemeinſchaftlichen Puncte, 
d v 


an 8 Das Refultat der Eliminirung von m zwiſchen 


dieſe Gleichung und der vorhergehenden, wird der Ober⸗ 
flähe angehören, die, durch die ſucceſſiven Durchſchnitte, 
der, in der Gleichung V o begriffenen Oberflaͤchen, ge⸗ 
bildet iſt. Giebt man an m einen beſondern Werth, fo 


wird das Soſtem der beyden Gleichungen V= o und 


d V 


in die Linie ausdrucken, nach welcher die Erzeu⸗ 
m 


gungs⸗Oberflaͤche, die dieſen Werth entſpricht, durch die 
Graͤnz⸗ Oberflache berührt if, 

Die 

) Die Ebene dieſes Kreiſes geht durch die Normale der gegebe⸗ 


nen Curve und iſt in G, PE“ der szſten Figur der Eſſais de 
Gométrie vorſtellen, 
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Dieſer letzte Satz kann analytiſch bewieſen werden, 
ohne zu der Betrachtung der ſueceſſiven Durchſchnitte 
der Erzeugungs⸗Oberflaͤchen feine Zuflucht zu nehmen; 
denn, wenn man die Gleichung vo, in Beziehung auf 
x und auf y differentürt, indem man m nicht mehr als 
eine beſtaͤndige Größe, ſondern als eine Funetion dieſer 
veraͤnderlichen Groͤßen betrachtet, ſo wird man finden 

av dV dm dv 
dx + dm dx 105 da 8 
3 dy dm N 
y T am dy f d 
5 > 1 
Gleichungen die, wenn man u hat, ſich zu 
d V dv dV dV 
„ r 
veduciven, es folgt daraus, daß dieſe letzten, durch die, 
£ dV 
aus der Eliminirung von m zwiſchen Vo, und Fran: 0 
(für alle Werthe von x und 5, die unter ſich, die, durch 
d v 2 
die Gleichung — = 0, aufgeſtellte Relation haben), re⸗ 


ſultirenden Gleichung befriedigt ſeyn werden; die, durch 
der erſten, ausgedruͤckte Oberſlaͤche wird alſo diejenigen, 
welche V=o e auf der ganzen durch das System 


v SD und S — = 0 (Nr. 332), gegebene Linie, berühren. 


339. ö 
Die Curven längft welchen ſich zwey aufeinanderfol⸗ 
genden Erzeugungscurven ſchneiden, find durch Monge, 
die Caracteriſtiſchencurven der Geaͤnz-Oberflaͤche, 
genannt worden, weil fie wirklich der Oberflache einen 
9 4 Ca⸗ 
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Caracter eindruͤcken, der unabhängig von den beſondern 
Bedingungen ift, denen fie unterworfen ſeyn kann, wel⸗ 
ces auch die Curve der Mittelpuncte im Beyſpiel von 
Nr. 337 ſeyn mag, fo werden die Caracteriſtiſchencurven 
um nichtsweniger Kreiſe ſeyn. 


Eine jede der Erzeugungs⸗Oberflaͤchen enthält zwey 
Cargcteriſtiſchencurven die im allgemeinen ſich werden 
ſchneiden fönnen; ihr Begegnungspunct wird ſich zu glei⸗ 
cher Zeit auf 3 aufeinander folgenden Erzeugungs⸗Oder⸗ 
flachen, befinden, dergeſtalt, daß ihre Coordinaten beſtaͤn⸗ 
dig bleiben werden, obgleich die Groͤße m ſich zweymahl 
verändert hat; man wird alſo zu gleicher Zeit für dieſen 

dv d’v 

Punct y = a ze =2 haben. Wenn man 
an m einen beſondern Werth geben wird, fo werden viefe 
Gleichungen die drey Coordinaten des Begegnungspunc⸗ 
tes der beyden Caracteriſchencurven, die ſich auf der 
Erzeugungs-Oberflaͤche befinden, welche dieſen Werth ent⸗ 
ſpricht, beſtimmen; eliminirt man aber m, ſo werden nur 
zwey Gleichungen bleiben, welche der Curve gehören wer⸗ 
den, die durch das Enſembel der Begegnungspuncte der 
Caracteriſtiſchencurven nacheinander je zwey und zwey ge⸗ 
nommen, gebildet iſt Wenn dieſe Curve eine ihrer klei⸗ 
nen Seiten auf eine jede der Caracteriſtiſchencurven hat, 
ſo wird ſie dieſelben alle beruͤhren, und in ihrer Ruͤckſicht, 
das ſeyn, was die Graͤnz⸗Oberflaͤche in * auf 
den Erzeugungs⸗Oberflaͤchen iſt. 


Im Repfpiel von Nr. 337, wird man für die Curve 
von welcher man ſo eben geſprochen hat, die dreh folgen⸗ 
den Gleichungen haben, 0 


(mm- 
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[x ur m]? 4 7 . oem) j⸗ + 2 = a5, 4 | 
n [ya RR 
— 1 — Hm)’ + [y — emie“(m) = o, 


indem man em = m) macht. 
dm 


340. 

Ein jeder der beſondern Fälle der Graͤnz-Oberflaͤchen, 
berührt nur die Reihe der Erzeugungs⸗ Oberflächen, die 
einerley Geſtalt der Function o in der Gleichung v = o 
correspondiren; die verſchiedene Geſtalten die dieſe Fune⸗ 
tion nehmen kann, geben zu einer Reihe von Graͤnz⸗Ober⸗ 
flächen Anlaß, welche manchesmahl durch eine einzige 
Oberflaͤche beruͤhrt werden konnen, die, folglich alle be: 
ſondre Oberflaͤchen, die man von der Gleichung V = o 
ableiten würde, beruͤhrt, indem man m und der Function 
9 alle Werthe und alle mögliche Geſtalten giebt. Dieſes 
iſt die, zwiſchen m und eim) aufgeſtellten Relation, wel⸗ 
che das Geſetz, nach welcher die Erzeugungs⸗Oberflaͤchen 
eine auf der andern folgen, particulariſirt, und weil, 
um von der einen zu ihrer folgenden uͤberzugehen, man 
m hat verändern laſſen, fo iſt es einleuchtend, daß, um 
von die eine der Graͤnz⸗Oberflaͤchen zu ihrer nachfolgen⸗ 
den uͤberzugehn, man oem) unabhängig von m, wird ver⸗ 
ändern laſſen muͤſſen; denn dieſes iſt das einzige Mittel 
um auszudrucken, daß die Function e ſich verändert hat. 
Man wird alſo, indem man durch n, die Gröfe 


av 
Alm) vorſtellt, Tu o, für alle Puncte des Durchſchnitts der 
beyden aufeinanderfolgenden Gränz⸗ Beater haben; man 
muß dieſe Gleichung zu vo und © 10 hinzufügen 


Be und 
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und indem man bemerkt, daß dieſe letzte, in welcher 
man om) zu gleicher Zeit mit m hat verändern laſſen, 
auch unter der Geſtalt 


d v du dn 5 
da dn in =» 


geſetzt werden kann, fo ſieht man, daß daraus die drey 
Gleichungen 


dn 3 
entſtehen werden, die zur Eliminirung von m und m dies 
nen werden. N 

Die rein analytiſchen Betrachtungen, würden zu den⸗ 
ſelben Reſultat geführt haben; wenn man die Gleichung 
VS od differentirt, indem man darn m und n als 
Functionen von x und von y anſiehet, man findet 

dy dy dam dv dn dv 

In , dm , e e 

dv dV dm dV dn av 

ay dm dy dn dy da 
macht man Vi o und raiſonnirt man wie 

dm dn 

in Nr. 338, ſo wird man verſichert ſeyn, daß die Ober⸗ 
fläche die, durch der, aus der Elimination von m und u 
entſtehenden Gleichung, zwiſchen den Gleichungen Y = o. 


dv . 2 
— o, 35 = o, vorgeſtellt iſt, eine jede von denen 


berühren ſoll, welche die Gleichung V= o giebt, wenn 
m unden unabhängig find. 


Macht man em) = n im Beyſpiel von Nr. 337, fo 


dm 


m x, n y; ſubſtiturt man in der Gleichung 
v=o, 


dv - dv 
findet man — x — m, „ und folglich 
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do, oder @- m + n) tea, e 
koͤmmt ze ia 

Diele Gleichung giebt zwey Ebenen, die parallel wit 
der der Ks undi 's find, und die davon um der Größe a, die 
eine oberwaͤrts und die andre unterwaͤrts entfernt ſind. 
Dieſer Schluß konnte leicht vorhergeſehen werden, denn 
es iſt ſichtbar, daß alle Kugeln die ihren Mittelpunct auf 
der Ebene der *'s und yes haben, und die von denfel; 
ben Radius find, von zwey Ebenen die parallel mit dem 
eben benannten beruͤhrt ſeyn werden. 


341. 


Es bleibt noch die Funetion o zu — übrig, 
damit die Gränz-Dberfläche, einige beſondere Bedingungen 
Genuͤge leiſte: wir wollen ſogleich vorausſetzen, daß alle 
Erzeugungs- Oberflaͤchen, einerley gegebenen Oberflaͤche 
berühren ſollen, deren Gleichung durch Ex, y, 2) S vor 
geſtellt iſt, und in welcher die Differential-Coefficjenten 
der Ordinate 2 durch P und Q angezeigt ſind. Beym 
Beruͤhrungspunct dieſer letztern, mit einer beliebigen der 
Erzeugungs⸗ Oberflächen, werden die Gleichungen Y = o, 
F(x, y, 2) S o, P d, Oe g zu gleicher Zeit Statt 
haben; man wird alſo die Coordinaten x, y und 2 weg⸗ 
ſchaffen koͤnnen, und es wird eine Gleichung zwiſchen 
m und e(m), bleiben, welche die Zuſammenſetzung der 
Function 2 anzeigen wird. 

Wir werden noch den Fall betrachten, wo die er⸗ 
zeugte Oberflache unterworfen wäre, durch eine gegebene 
Curve zu gehen. Es ſey (x, y, 2) = o, E,(X, 5, 2) o 
die Kennzeichen der Gleichungen dieſer Eurve, es iſt evi⸗ 
dent, daß ſie zu gleicher Zeit durch die tangentirenden 
Ebenen von einer jeden der Oberflächen, welche die obi⸗ 

gen 
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gen Gleichungen vorſtellen, beruͤhrt werden wird, und 
daß folglich der Durchſchnitt dieſer Ebenen ihre Tangente 
ſeyn wird (E Nr. 109): wenn fie aber in ihrer ganzen 
Ausdehnung die Graͤnz⸗Oberflaͤche beruͤhrt, fo wird fie 
auch nothwendig eine jede der Erzeugenden berühren, und 
folglich werden auch ihre Tangenren ſich in den tangen⸗ 
tirenden Ebenen dieſer letzten Oberflaͤchen, befinden. Um 
dieſe Bedingungen analytiſch auszudruͤcken, wollen wir P, 
und Q, die Differentialcvefficienten der erſten Oberflache 
nennen, P, und Q. die der zweyten; die Gleichungen 
ihrer tangentirenden Ebenen werden ſeyn 

2 — 2. P — * ＋ - 0 

2 — 20 P, (x * 0 ＋ 0.0 — 70 
und die Projectionen der graden Linie die ihr 8 
iſt, werden zu Gleichungen 

2 „HY 2 290) 
FFW N üb 

haben. Damit dieſe grade Linie ſich in der tangentiren⸗ 
den Ebene der Erzeugungs⸗Oberflaͤche befinde, eine Ebene 
deren Gleichung 2 — 2 , p — xX“) + 90 — 0 ifl,. 
fo wird, indem man ſtatt x — x’ und y— „ die vor⸗ 
hergehenden Werthe ſetzt, das Reſultat identiſch ſeyn 
muͤſſen; man wird alſo haben PQ,--P,Q=P—P,+Q,—Q: 
dieſe, mit den folgenden V = o, (N, 5% 20 io, 
F, (x,, 5“, 2) Gleichungen verbunden, wird durch Eli⸗ 
mination der Coordinaten x“, / 1 die Relation geben, 
welche zwiſchen m und em) ſtatt finden muß. 


x— X — 


342. 
Wir wollen uns jetzt mit den entwicklungsfaͤhigen 
Oberflaͤchen beſchaͤftigen: dieſe Oberflaͤchen deren Natur 


und Eigenſchaften in Rr. 96 der Ellis de Gẽomẽtrie durch 
geo⸗ 
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geometriſche Betrachtungen vorgetragen find, koͤnnen be⸗ 
trachtet werden, als wenn ſie durch die aufeinander fol⸗ 
gende Durchſchnitte einer Reihe von Ebenen die nach ei⸗ 
nem beliebigen Geſetz gefuhrt ſind erzeugt waͤren. Da die 
Gleichung einer Ebene drey beſtaͤndige willkuͤhrliche Groͤ⸗ 
ßen enthält, ſo muß dieſes Geſetz dergeſtalt beſchaffen 
ſeyn, daß zwey dieſer befländigen Größen, als Function 
der dritten, beſtimmt werden, ſo daß man einer beliebigen 
Ebene zufolge nur eine beſtimmte Anzahl aufeinanderfol⸗ 
genden Ebenen finden kann: nimmt man 2 ABV Lm, 
zur Gleichung der vorgegebenen Ebenen, und macht man 
A em), B=y)lm), wenn die Caracteriſtiken @ und 9 
zwey beliebige Functionen bezeichnen, ſo wird die allge, 
meine Gleichung der entwickelbaren Oberflaͤchen das Res 
ſultat der Eliminirung von m zwiſchen den beyden fol⸗ 
genden ſeyn: 
2 — m = xPplm) + y m) .. . . (101 
— I Kelm) + yyım) .:..+ ). 
Man kann die willkuͤhrlichen Functionen 9 und durch 
die Differentiirung verſchwinden laſſen; denn indem man 
zuerſt die Gleichung (1) ſueceſſive in Beziehung auf x 
und auf y differentiirt, und man m als eine beftändige 
Größe betrachtet, ſo wird man der Gleichung (2) zufolge 
finden 8 
p = em), 4 = ; 
und weil uns dieſe Reſultate zeigen, daß die Differential⸗ 
coefficienten p und 4 Functionen von derſelben Größe 
find, fo follen wir daraus ſchließen, daß p eine Function 
von q iſt, et vice verlä: wir werden alſo p =) ſetzen: 
differentiirt man dieſe Gleichung in Beziehung auf x und 
auf y und macht man wie in Nr. 331 5 
dp = tdx + sdy, da = sdx + tdys 
fo 
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fo wird man finden r = sr s te, und eliminirt 
man Ai, ſo wird kommen 
rt — 52 u. 

Dieſe Gleichung iſt's, die den Caracter der entwickelbaren 
Oberflaͤchen unabhängig von der Geſtalt der Functionen 
o und J ausdruͤckt. Wenn wir rt — s' oder e o in 
den in Nr. 327 gegebenen Ausdruͤcken des Kruͤmmungs⸗ 
halbmeſſer machen, ſo wird die eine von ihnen unendlich; 
die entwickelbaren Oberflächen haben alſo eine ihrer Kruͤm⸗ 
mungen gleich Null. Der Radius der andern Kruͤmmung 
iſt beſtimmt, indem man den Werth von 2 — 2 in die 
Gleichung vom erſten Grade nimmt, zu welcher ſich die 
Gleichung (7) reducirt, wenn man rt - s? So macht. 


Die entwickelbaren Oberflächen find durch die tan⸗ 
gentirenden Ebene, in der ganzen Ausdehnung der graden 
Linien beruͤhrt, die ihre Caracteriſtiſcheneurve iſt, und 
welche das Enſembel der Gleichungen (1) und (2) vor⸗ 
ſtellt. Das Syſtem der drey Gleichungen N 

2 — m xp(m) + y Jm) 
1 x ＋ yy(m) 
O = x Y 
wird, wie in (Nr. 339) die Curve ausdrucken die durch 
die ſucceſſiven Durchſchnitte der Caracteriſtiſchencurven 
ausgedruckt Lift, oder die Kante der Rück kehrung 
(E Nr. 97). Wir werden die Gleichungen der entwickel⸗ 
baren Oberfläche geben, wie eine Sammlung von Tan⸗ 
genten dieſer Curve betrachtet, wenn wir von die Cur⸗ 
ven von doppelter Kruͤmmung reden werden; wir wollen 
uns jetzt mit der Beſtimmung der willkuͤhrlichen Funetio⸗ 
nen, welche die Gleichungen (1) und (2) enthalten, be 
raäftigen. 


Eine 


* 


1 
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Eine der einfachſten Bedingungen befteht in der Vor⸗ 
aus ſetzung, daß die geſuchte entwickelbare Oberflaͤche zu 
gleicher Zeit zwey gegebene Oberflaͤchen berühren ſoll. 
um dieſen Fall abzuhandeln, wollen wir vorausſe⸗ 
tzen, daß Fx, y, 2) = o und F, (x, y, 2) o die Sym⸗ 
bole der Gleichungen dieſer Oberflaͤchen find, in den 
Puncten die ihnen mit dee geſuchten entwickelbaren Ober⸗ 
fläche gemeinſchaftlich find, die gegebenen Oberflächen 
muͤſſen beyde zur Tangentirungsebene eine der Erzeu⸗ 
gungsebenen haben; wir wollen durch K y/, a’. die Coor⸗ 
dinaten des Punctes, wo dieſe Ebene die erſte gegebene 
Oberflache berührt, und durch x“, y“ und 2“¼ die, des 
Punctes, wo fie die zweyte beruͤhrt, bezeichnen; wir wol; 
len noch uͤber dem feſtſetzen, daß die Gleichung (X29 
= o, dz, = dx, Qdy’ giebt, und daß man aus der 
Gleichung FC, Y 2½, dz“ = P,dx“ 4 Q,dy“ zieht; 
weil man durch die Gleichung der Erzeugungsebene, 


dz = dx lm) + dy (m) hat, es wird für ihre Beruͤh⸗ 


rung mit der erſten gegebenen Oberflache, 
2% mex ö CN (), em) P,, = 

und fuͤr ihre Beruͤhrung mit der zweyten 

2, — mr NH m) m), (m) P,, Y (m) =, kommen. 
€ Fuͤgt man die drey erſten Gleichungen zu 
FC y 20 = o, ſo wird man daraus “ y und 2% 
wegſchaffen, und man wird eine Relation zwiſchen m, 
en) und Jem) haben; die drey letzten combinirt mit 
NC So, werden daher auf ähnliche Art, davon eine 


nach der Eliminirung von * 5, und 2% geben, und man, 


wird folglich die Geſtalt der Functionen e und J kennen.“) 
n , 9 a Wenn 

Die ſo eben abgehandelte Frage begreift die Auflöſung der 
allgemeinen Aufzabe von der Theorie der Schatten und der 
Halb⸗ 


4 
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Wenn man fi vornaͤhme die geſuchte entwickelbare 
Oberflache durch zwey gegebenen Curven gehen zu laſſen, 
find Fix’, y“, 2) = O. und f(x’, 7% 7) == 0.% 0 
die Gleichungen der erſten, und „ . a 
F, (, yl, 2550... Ka, % 3% SO . (2) 
die Gleichungen der zweyten, ſo wuͤrde man wie in der 
vorhergehenden Nr. finden, daß die Gleichungen ihrer 
Tangenten von der Geſtalt 
x -* = M(z - 2), y - 5 . N(z — 205 
* — * M/(2 — 2½, » — “ N,z — 2"); 
ſeyn wuͤrden. i 
Da aber die Erzeugungsebene, dieſe zwey Curven 
zugleich beruͤhren muß, ſo wird ſie nothwendig ihre Tan⸗ 
genten enthalten, und da ſie durch die Puncte gehen muß 
deren Coordinaten % y“ und 2, x”, 5% und 2% find, fo 
wird man haben 
2 — m m) + V mm) .. . (5) 
2, — m = x . . 
Zieht man nacheinander dieſe Gleichungen von 2 — m= 
xe(m) + y (m), ab, fo wird kommen 
2 — = (K — em) + (y — )) m), 
und 2 — 20 ( — N t (y— ydyım); 
ſubſtituirt man für x — x und y— 7 K — x’ und 
y-— “, ihre aus die Gleichungen der Tangenten der 
gegebenen Curven gezogenen Werthe, ſo werden daraus 
die beyde Gleichungen ? a 


12 


Halbſchatten; denn indem man vorausſetzt, daß eine der ge⸗ 
gebenen Oberflächen leuchtend ſey, jo wird der Schatten und 
der Halbſchatten der andern Oberfläche zwiſchen die Nappen 
der entwickel baren Oberfläche, begriffen ſeyn, die zugleich um 
dieſen beyden Oberflächen beſchrieben ist. (Siehe Sayans Etran- 
gers T. IX). - : 
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1 = Mom) + Ntlm) ... r) 
: 1 = M,@(m) ＋ Nm) .. 0 (2). entftegan. 
Bereinigt man die vier, durch (1) bezeichneten Gleichun⸗ 
gen, ſo wird man nach der Eliminirung der Coordina⸗ 
ten x’, / und 27 eine der Relationen finden, welche zwi⸗ 
ſchen m, (m) und Jm) ſtatt haben muß, und die ans 
dre wird das Reſultat der Eliminirung von x”, 5, und 
2“ zwiſchen den vier, durch (2) bezeichneten Gleichungen 
ſeyn. 


343. 

Die allgemeine Gleichung aller Oberflaͤchen, die durch 
die ſucceſſiven Durchſchnitte einer Reihe von Kugeln ge⸗ 
bildet ſind, in welchen ſich der Radius, mit der Lage 
des Mittelpuncts zugleich veränderte, wuͤrde drey will⸗ 
kuͤhrliche Functionen enthalten, denn, wenn die Gleichung 
einer beliebigen Kugel (X =S) v iſt; 
indem man die Größen «, 6, , von der Große abhaͤn⸗ 
gen laßt, fo wird man für den Durchſchnitt der beyden 
aufeinander folgenden Kugeln haben 

(„- Ty +) = 

U -e eee). 
Die Eliminirung der willkuͤhrlichen Functionen erfordert zu 
viel Rechnung um hier einen Platz zu finden; wir wollen 
nur bemerken, daß man die Differentiationen, ſucceſſive 
in Beziehung auf eine jede veraͤnderliche Größe, bis 
zur dritten Ordnung fortſetzen müßte, indem man ! mit 
jeder der Coordinaten % y und 2, zugleich ſich verändern 
laßt. 

Um die Oberfläche welche wir betrachten zu particu⸗ 
lariſiren, ſind drey Bedingungen erforderlich; man kann 
ſich wirklich vornehmen,, die Erzeugungskugel dahin 

II. Theil. 3 av 
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zu vermoͤgen, daß ſie zu gleicher Zeit drey gegebene Ober 
flächen berühren, oder die Graͤnz⸗ Oberflache durch 3 
gegebene Curven gehen laſſen; es wird leicht ſeyn ſo wohl 
auf der einen als der andern dieſer Fragen, die Metho⸗ 
den der vorhergehenden Nr. anzuwenden a 


344. 


Man kann zu den allgemeinen Gleichungen der se; 
ſchiedenen Famil en der Oberflächen gelangen, indem man 
unmittelbar die Betrachtung der Linien, von welchen ſie 
zuſammengeſetzt find, anwendet. V = o, v, So ſeyen 
die Gleichungen einer beliebigen Linie; dieſe Linie wird 
ihre Geſtült oder ihre Lage verändern, wenn man die 
Werthe der willkuͤhrlichen beſtaͤndigen Groͤßen die in ihre 
Gleichungen hereinkommen, veraͤndern wird: wenn man 
alfo eine Relation zwiſchen mehreren dieſer beſtänd'gen 
Größen fefrfegt, und man eine von ihnen elliminirt, fo 
wird man zu einem Reſultat gelangen, daß das Enſem⸗ 
bel einer unendlichen Anzahl Lien, von derſelben Art, 
als die, welche die Gleichungen V=o und v, = o 
(Siehe die Note Seite 192) vorſtellen, ausdrucken wird. 
Einige Beyſpicle werden dieſe Theorie hinlänglich erläutern. 

Wenn man zugleich in Betrachtung zieht, daß alle gra⸗ 
den Linien die, durch den Punct, deſſen Coordinaten und 
v ſind, zu gehen, unterworfen ſind, ſo werden ihre Gleichun⸗ 
gen von der Geſtalt y„-s=ax-r), zy=b(x—e) ſeyn; 
Laßt uns b = ) machen, und ſtatt a und b ihre aus 
aus den — e as Werthe 


ſetzen, ſo wird kommen — i) eine Glei⸗ 


chung die allen coniſchen Oberflaͤchen, welche durch die graden 
— Ei⸗ 


Theorie der krummen Oberflächen. 355 


Linien die durch den gegebenen Punct geführt Art, gebil⸗ 
det werden, angehört, 

Wir wollen vorausſetzen, daß alle 985 N 
linien untereinander parallel ſeyn muͤſſen; die Größen a 
und b in den Gleichungen y Sax e und 2 = bx 
werden dieſelben bleiben, welches auch die grade Linie 
die man insbeſondre betrachtet, ſeyn mag, und nur 
die Groͤßen und s werden ſich verändern, indem fie 
von einer graden Linie zu einer andern uͤbergehn; man 
wird alſo e) machen, und es wird kommen 7 Dex 
E, A bz). Die erſte dieſer Gleichungen giebt 
a y ax, und ſubſtituirt man in der zweyten, ſo findet 
man z—bx=@\y—ax), eine Gleichung die man leicht in 
die von Nr. 335 eingehen laſſen kann. 

Wenn die graden Erzeugungslinien alle parallel mit 
der Ebene der 's und y's find, und durch die Axe der 
28 gehen muͤſſen, fo werden ihre Gleichungen ſich auf 
y Dax und 2 ;, reduciren. Wenn die Größen a und g 
von einer graden Linie zu einer andern übergehn, fo wird 


man ſetzen Bi= ga), und da a 2 iſt, ſo wird man 


haben z (Q) eine Gleichung der Oberflache die in 


Nr 93 der Ellais de Geometrie beſchrieben iſt. 
. — 29 e(x—a) gb) 
Die Gleichungen z= r und z= ea Apres; 
mit welchen man ſich in Nr. 147 beſchaͤſtiget hat, druͤcken 
die Ordinaten von zwey Oberflaͤchen dieſes Geſchlechts 
aus; denn, wenn, um es mehr zu vereinfachen, man x 
ſtatt xa und y ſtatt y -b fest, welches zur Verſetzung 
des Urſprungs dient, fo wird man haben 


8 2 * 
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a 5 5 

BR 8 4 ex Ne 
2 — u 3 per vr 
ge 7 5 F d y* 


& iſt jetzt jeiht zu ſchen warum die te x unbe: 
ſtimmt werden, wenn man & a und 7 b in ihre 
erſten Geſtalt, oder x =o und 7 o in ihre zwey ten 
Geſtalt macht: die Puncte welche dieſen letzten Abſciſſen 
entſprechen , befinden ſich in der Axe der 2s auf welche 
eine Ordinate von einer jeden der drey graden Erzeu⸗ 
gungslinien, deren Anzahl unendlich iſt, faͤllt; wenn man 


2 = m macht, fo betrachtet man eine dieſer graden Fir 


nien insbeſondere, und man bekoͤmmt nur die Ordinate 
die ihr angehöret. 

Wir haben bis jetzt nur zwey veränderliche Coeffi⸗ 
cienten in den Gleichungen der graden Erzeugungslinien, 
vorausgeſetzt; es würden deren drey ſeyn, wenn man 
eine grade Linie betrachtete, die nur bloß, durch die Axe 
der 2's zu gehen, unterworfen iſt, und man die beyden 
andern Bedingungen, welche ihre Lage partieulatiſicen 
ſollen, als unbekannt, betrachtete. 

Wären die Gleichungen einer ähnlichen graden Linie 
von der Geſtalt y= ax, und 2 = be ＋ 3, fo würde 
man b = da), = }(a), machen, woraus kommen 


wuͤrde 2 = — 2) + N ) Die willkuͤhrlichen Func⸗ 


tionen welche dieſe Gleichung enthält, koͤnnen beſtimm⸗ 
werden, indem man zwey Curven annimmt durch welche 

die vorgegebene Oberfläche gehen muß. (E Nr. 194). 
Wir wollen jetzt zum allgemeinen Fall uͤbetgehen, 
indem wir, als zu gleicher Zeit veraͤnderlich, die vier Coef⸗ 
N ficienten 
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ficienten a, „„ b, s die in den Gleichungen der graden 
Erzeugungsliuie hereinkommen, betrachten. Wenn drey 
dieſer Coefficienten als Functionen der vierten, gegeben 
ſeyn werden, ſo wird das Geſetz beſtimmt ſeyn nach wel⸗ 
chen man von einer graden Linie zu der auf ſis folgen⸗ 
den übergehen: wird, wir wollen alſo feſtſetzen 
«= da), b UO, F er xd 
ſo werden die beyde Gleichungen 6 
= ax ＋ e, e 66 g 
werden Y ar- ea) . () 2 4150 
Das Syſtem dieſer beyden Gleichungen, ſtellt alle aus gras 
den Linten beſtehenden Oberflaͤchen vor, oder die, die durch 
eine grade Linie, welche ſich auf eine beliebige Art be⸗ 
wegt, erzeugt ſind; es ſind drey Bedingungen erforderlich 
um dieſe Oberflaͤchen zu partjculariſiren; man kann voraus⸗ 
ſetzen, daß die geſuchte Oberflaͤche durch drey re 
Linien wa muß. (E Nr. 94): ih 01 Wahn ai 


Wenn die grade n eine jede Diefet Li⸗ 
nien ſchneiden ſoll, fo werden die Gleichungen (1) und (2) 
zu derſelben Zeit, als die, der graden Linie ſtatt haben. 
Eliminirt man die Coordinaten x, y und , zwiſchen den 
beyden Gleichungen der erſten, und den Gleichungen (1) 
und (2), fo wird man ein Reſultat haben, das die Relas 
tion ausdrucken wird, welche die Größen a, (a), Via) 
und (a) haben muͤſſen, damit die grade Erzeugungsli⸗ 
nie dieſe erſte Curve ſchneiden kann; man wird auf eben 
die Art die Gleichungen (1) und (2) ſucceſſive mit den 
der zweyten gegebenen Curve, und mit den der dritten, 
verbinden, und man wird ſich dadurch zwiſchen den milk 
kuͤhrlichen Functionen, und der Größe a, zweh neue Glei⸗ 
chungen verſchaffen, die, in Verbindung mit der, von 

wel⸗ 


358 Fauͤnftes Kapitel. A 


welcher wir ſo eben geredet haben, die Geſtalt Zu 
Sunetienen beſtimmen werden. 

Wir werden als Beyſpiel den Fall nehmen, wo die 
dern gegebene Linien RR ME und wir werden e 
Gleichungen durch * 

Sax TH a res 3 2 
8 2 = bX-＋-3 beer. vorſtelen; 
combinirt man fucceifive die Gleichungen (1) und (2) mit 
einer jeden der vorhergehenden, und ſetzt man wieder zur 
Verkürzung «„ b und g; ſtatt der Functionen g a), Ha), 
und (a), ſo wird man die drey Gleichungen 
(4 N= ya) (bo 
( ale) Zw ar) (b b) S 
Vaart y(B- PB) lee) (baby o, 
haben, welche die Werthe von =, b und B im a geben 
werden; ſubſtituirt man dieſe Werthe in (1) und (a) und 
eliminirt man a, fo wird man zur Gleichung der geſuch⸗ 
ten Oberflache, gelangen. Wir werden uns nicht in die 
Details dieſer Rechnungen einlaſſen, die man vereinfachen 
kann, indem man eine der gegebenen graden Linie mit 
die Axe der us ſich decken laßt; wir wollen nur dem Les 
fer der ſie etwa verrichten wollte, anzeigen, daß das Re⸗ 
ſultat einer Oberflache der zweyten Ordnung angehört. 

Es iſt leicht dieſe Betrachtungen bis zu einem belie⸗ 
bigen Geſchlechte von Linſen auszudehnen, und um die 
Gleichung der Oberflache, die durch das Enſembel dieſer 
Linien gebildet iſt, zu bekommen, ſo wird es hinreichend 
ſeyn alle willkuͤhrliche beſtaͤndige Größen, die ihre allge⸗ 
meine Gleichungen enthalten, von einer einzigen abhaͤngen 
zu laſſen. 

Ein Kreis kann auf eine bequeme Art im Raum ver⸗ 
e einer Kugel und einer Ebene, gegeben werden; 

die 
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die Gleichung der erſten iſt allgemein. 

* = e = e. . . 0, 
die, von einer Ebene, welche durch ihren Mittelpunct gins 
ge, warde von der Geſtalt 

la) S6 by). . 0 ſeyn. 
Die Lage und die Groͤße des Kreiſes, welcher der Durch⸗ 
ſchnitt dieſer beyden Oberflächen iſt, wird, wie man ſieht, 
von ſechs beſtaͤndigen willkuͤhrlichen Großen abhangen; man 
wird vorausſetzen, daß fünf von ihnen Functionen von 
der übrigbleibenden find, und das Syſtem der Gleichun⸗ 
gen (1) und (2) zwiſchen welche man dieſe letzte beſtaͤn⸗ 
dige Größe eliminiren wird, gehört den Oberflächen, wel⸗ 
che von Kreiſen gebildet ſind, die nach einem beliebigen Ges 
ſetz aufeinander feigen, und in welchen die ringförmi⸗ 
gen Oberflächen begriffen ſind. Man wird ſie de 
particulariſiren fönnen, daß fie durch fuͤnf geg: bene 
nien gehen, weil ihre allgemeine Gleichung, eine 15 
Anzahl willkuͤhrücher Functionen enthält. 


343. 


La Grange hat die Mittel angezeigt die Oberflaͤ⸗ 
chen zu finden, die durch Linien von einer gegebenen Na⸗ 
tur zuſammengeſetzt ſind; aber dieſer große Geometer 
hat die Frage nicht in dem ganzen Umfange deſſen ſie 
fähig iſt, betrachtet, er hat vorausgeſetzt, daß, wenn die 
Erzeugungslinien auf einerley Oberflache wären, fie ſich 
aufeinanderfelgend je zwey und zwey ſchneiden muͤßten, 
eine unndthige Bedingung. Die in den Kuͤnſten unter den 
Rahmen irreguläre Oberflaͤchen (lurfaces ganches) be⸗ 
kannten Oberflächen (E Nr. 94), beſtehen aus graden Linien 
die dieſe Bedingungen nicht befrieden und ſie findet nur fuͤr 

3 4 die 
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die entwickelbaren Oberflaͤchen ftatt: die Art und Weiſe 
wie man ſie ausdruͤcken kann, iſt folgende. 

Man läßt in den Gleichungen (m) und (2) Seite 357 
die Größe a ſich verändern, indem man 1, 2, als bes 
ftändige Größen betrachtet, und es kommen die vier Glei⸗ 
chungen 

7 * aK + 94) 2 Xx (a2) T (a) 

sex ) o=xyla) e 
die zu gleicher Zeit fuͤr den Begegnungspunet der beyden 
graden aufeinander folgenden Erzeugungslinien ſtatt ha⸗ 
ben ſollen. Vertreibt man x aus den beyden Gleichungen 
die ſich auf der zweyten Linte befinden, fo kommt daraus 
die Gleichung a) 4a) — (a) = 3) 
welche eine Relation aufſtellt die zwiſchen den Functionen 
9, J und „ nothwendig iſt; fie hören alſo alle auf will: 
küͤhrlich ſeyn, und folglich verlieren die Gleichungen (t) 
und (2) von ihrer Allgemeinheit. 

Die entwickelbaren Oberflächen, ſo betrachtet, als wenn 
fie von je zwey und zwey ſich ſchneidenden graden Linien 
gebildet waͤren, ſind alſo durch die drey Gleichungen 

yrgaR -T a), 2X (a) Ta), „%) Y(a) -a) 
vorgeſtellt, zwiſchen welchen man die Groͤße à und eine 
der willkührlichen Funetionen eliminiren muß. 

Um die Identitat dieſes Reſultats, mit dem aus Mr: 
342 zu zeigen, wollen wir wieder die Gleichungen 

2 -m ) q u ) IN] ) 
vornehmen, und indem wir y aus der erſten wegſchaffen, 
werden wir haben 


= N 4 au 
2 2 X D rec 


indem man zur Verkuͤrzung 5 ſtatt „(m) u. ſ. w. ſchreibt. 
Wenn dieſe Gleichungen Glied für Glied mit 2 be +B 
5 und 
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und y a ar verglichen ſind, ſo wird kommen 
1 1 
b n 58145 u k 

woraus = ſogleich ſchließen wird, daß a, 4, b und , 
Functionen einer und eben derſelben hröße m ſeyn 1 
Setzt man in den Ausvrücken von b und 8 ftatt = und 
ihre Werthe, fo wird man finden b gas, bm al; 
man wird alſo um a, , b und 5, zu beſtimmen, die vier 
Gleichungen be Tal, mel, al Ho, A1 
haben, efiminiet man aus denſelben 9, J und m, fo koͤmmt 
daraus die Relation welche zwiſchen die Größen a, a, b 
und E, ſtatt haben ſoll. Wir wollen die Differentiale 
von b und e nehmen, und wir werden: finden 

db dm + adm + Ida = + alr)dm Ada 

de dm Tae Ad = (I TA dm + Ada 
ein Ausdruck welcher, Kraft der Gleichungen af’ A =o 
und a To, bis auf db ada und ds Ida ſich redu⸗ 
ciret; eliminirt man 4, fo wird man bekommen 

dbda — dad S 6, 

Dieſe letzte Gleichung kömmt mit der Gleichung (3) 
uͤberein; denn es iſt leicht zu ſehen, daß wenn die Groͤ⸗ 
ßen a, b und ? Functionen einer und eben derſelben Größe 
ſeyn ſollen, daraus folgt, daß drey unter ihnen Eung 
tionen der vierten find, 

Ich kann dieſes Sujet nicht verlaſſen ohne — 
zu machen, daß die Sammlung aller Normalen, die 
zu einer krummen Oberflaͤche gefuͤhrt ſind, laͤngſt einer 
dieſer Linien der Krümmung, eine entwickelbare Oberflache 
bildet, deren Kante der Ruͤckkehr ſich auf der Oberflaͤ⸗ 
che befindet, welche der Ort aller Mittelpuncte von der 
größten und kleinſten Kruͤmmung iſt. 

3 6 All⸗ 


* 
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Allgemein, wenn VE und Vero die Gleichungen der 
Erzeugungslinien ſind, und die willkührlichen Größen , 
8, 2, S enthalten, fo werden, damit diefe Einien ſich 
ſchneiden, die 1 159 
f V 
. a- 4 45, en 2 


de 1 
Zi ＋ 97 b 8 . Hm =o 

zu derſelben ann als die Bleihungen V=o und v. o 
ſtatt haben muͤſſen; eliminirt man x, y und 2, zwiſchen 
dieſen zwey letzten und den beyden erſten, ſo wird man 
eine Relation zwiſchen allen willkuͤhrlichen Grotzen haben, 
und wenn man folglich yl), Ya), dr), u. ſ. w. 
macht, fo wird darin eine dieſer Functionen ſeyn, die ver⸗ 
mittelſt der andern beſtimmt ſeyn wird. Die Eliminirung 
der willkuͤhrlichen Functionen in den allgemeinen Gleichun⸗ 
gen, zu welchen wir in den vorhergehenden Artikeln ge⸗ 
langt ſind, wuͤrde ziemlich muͤhſam zu verrichten ſeyn, 
und da es noͤthig ſeyn wird auf dieſe Operation in dem 
Integralcalcul zuruͤckzukommen, ſo wollen wir jenem Theile 
die Details uͤberlaſſen die hier keinen Platz finden wuͤrden; 
wir werden alsdann zeigen wie man zu den Differential⸗ 
Gleichungen gelangen kann, die, in Beziehung auf den 
Caracteriſtiſchencurven einer Oberfläche, und auf den Eurs 
ven welche dieſe Caracteriſtiſchencurven durch ihre ſucceſſi⸗ 
den Durchſchnitte hervorbringen, ſtatt haben, und wir 
werden die intereſſanten Beziehungen, welche dieſe Glei⸗ 
chungen mit der, der vorgegebenen Oberfläche verbinden, 
entwickeln. 


346. 
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346. 
Brenn des Differentialealeuls auf den Eutveh 1. boppel, 
ter Krümmung. N 


Es ſeyen x, y und 2 die Coordinaten einer beliebigen 
Curve XM (Fig. 49) die aus dem Durchſchnitt zweyer 
Oberflächen deren Gleichungen wir durch Fix, 1,2) o, 
ff, y, 2) = o vorfiellen werden, entſtanden iſt. Elimi⸗ 
nirt man wechſelsweiſe aus dieſen Gleichungen eine jede 
der veeänderlichen Größen 2, y und x, fo wird man drey 
neue Gleichungen erhalten, die erſte zwiſchen y. und x, 
die andre zwiſchen 2 und x, und die dritte zwiſchen 2 und 
y, welche reſpective den Projectionen X’M’, XVI XN. 
der vorgegebenen Curve auf jeder der coordinirten Ebe⸗ 
nen, gehoͤren werden. Sie werden auch die cylindriſchen 
Oberflächen ausdrucken, die, auf dieſe Projectionen, per⸗ 
pendicular auf den coordinirten Ebenen die ſie enthalten, 
errichtet find; und die vorgegebene Curve XM wird der 
Durchſchnitt von irgend zwey dieſer drey Oberflaͤchen 
ſeyn (E Nr. 81D. 

Man wird leicht die Gleichungen der Tangente Mr 
haben, indem man bemerkt, daß ihre Projectionen ſelbſt 
Tangenten zu denen der Curve XM find (E Seite 102); 
da es hinreichend iſt zwey Projectionen dieſer graden Li⸗ 
nien zu kennen, ſo wellen wir die wählen, die ſich auf 
der Ebene der »s und 1's befindet, und die welche die 
Ebene der 5's und as enshäft, Bezeichnet man alſo durch 
* y“ und 2 die Coordinaten des Punctes M, fo wird 
die Gleichung der graden Linie TX I/, Tangente an der 


. 5 dy“ N 

brejection X Ae y — 5. S ig G — 40 ſeon, und die 
3 * € 5 ; — d 1 

von TM“, Tangente an X/“, wird zz 25 (xx) 


ſeyn. 
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ſeyn. Wir wollen annehmen, daß man aus den Glei⸗ 
chungen der Curven XM“ und XY Y (), 2 (X), 
gezogen hätte, fo werden die Gleichungen der Tangente 
TM werden 
1 e = = e .) 
2 1 = (x — NY)... 
Wenn man x“ zwiſchen dieſen Gleichungen el minirt, fo 
wird man die Relation haben, welche ſich zwiſchen den 
Coordinaten x, y und 2 der Tangente T, befinden muß, 
welches auch die Lage des Puncts M, (ſiehe die Note S. 
192) und folglich auch die Gleichung der Oberfläche ſeyn 
mag, die durch alle Tangenten der Curve XM gebildet 
iſt. Man wird daraus erkennen ob dieſe Curve eben, 
oder von doppelter Kruͤmmung iſt; im erſten Fall wird 
die in Rede ſtehende Oberfläche, eine Cbene ſeyn; im 
zweyten Fall wird fie nur eine entwickelbare Oberfläche 
ſeyn (E Rr. 96) deren vorgegebene Curve die Kante der 
Wiederkehrung ſeyn wird. Das Syſtem der Gleichungen 
(0 und (2) zeigt alſo noch die allgemeine Gleichung der 
entwickelbaren Oberflächen unter einer andern Geſtalt. 
347. 

Die Reſultate zu welchen wir in der vorhergehenden 
Nummer gekommen ſind, haͤtte man auf eben die Art er⸗ 
halten können, als wir zu den Gleichungen der Osculi⸗ 
rungslinjen, auf einer Ebene betrachtet, gekommen find, 
Wenn man zwey Gleichungen zwiſchen drey veraͤnderlichen 
Größen 17, 57 2/, hat, fo giebt es immer zwey dieſer 
veränderlichen, die Functionen von der dritten find; wenn 
man alſo vorausſetzt, daß *“ die unabhängig veräͤnderli⸗ 
che iſt, und daß fie “ + h wird, fo werden die * 
andern ſich in f 

** 
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dy/ h dy- h⸗ dz'h dlz, h. 
LA as — — — im . ER 
tz 1 A 1. 21 „1 dx’ 1 de 71. 3 Ms 


verwandeln, bezeichnet man durch x, y.und 2 die Coor⸗ 
dinaten der Osculirungslinie, ſo wird man auch, wenn 
ſich K in x + . eee wird, haben 


5 dz h dz he 
at ad et 


vergleicht man dieſe Reihen mit den vorhergehenden, fo 
wird man daraus die Osculations- Bedingungen, wie fuͤr 
die, auf einer Ebene gegebenen Curven ableiten. Kan 
muß fuͤr eine Beruͤhrung der erſten Ordnung indem man 
* x macht, 
dy dy“ dz ds“ 5 
U 22, Z , — oo — 
en te. A habzg, 
Wenn eine grade Linie durch die Gleichungen y ax 
+a, 2 bx ＋ 5 gegeben iſt, fo findet man ohne Mühe, 
dy“ d 21 2 
daß a= 5 b= 25 iſt; und da fie durch die Puncte 
gehen muß deren Coordinaten . 5“ und z’ find, fo wird 
man wie in der vorhergehenden Nr. 8 


dy“ 17 
174 25 K, 11455 x)) haben. 


Man wird leicht dieſe Betrachtungen, bis zu den 
Beruͤhrungen von noch hoͤhern Ordnungen ausdehnen. 


5 348. 

Eine Linie im Raume betrachtet, kann durch eine 
Oberflache beruͤhrt werden, und mit ihr, mehr oder we: 
nige vollkommene Beruͤhrungen haben. Wir wollen durch 
% y und z die Ebordinaten der berührenden Oberfläche be⸗ 
zeichnen, und vorausſetzen, daß x, h wird und daß yfich 
in „AI verwandelt, die Entwickelung von z wird die Geſtalt 

2 . 
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dz dz 
— * 
4 Ja 6 4 45 


Es. d’z d „ 
＋ Fer +2 Ady h ＋ 37 Kr 
＋ u. ſ. w. 

annehmen. Wenn man aber, um die Beruͤhrungs Be⸗ 
dingungen zu finden, dieſe Reihe mit der analogen Rei⸗ 
he, die von den Gleichungen der vorgegebenen Curve ab, 
A iſt, vergleichen will, ſo muß man nicht nur *r, 
5 und z 21 in einem jeden der Differentialcoefficien: 
ten der Oberflache machen; fondern auch noch ftatt k 

** 2 . 2 = 
die Reihe 155 1 + — — +... feßen, weil der 
Anwachs k, durch die Natur der Curve dem Anwachs h 
ſubordinirt iſt; aus dieſen Subſtitutionen erhält man eine 
Reihe, welche ich durch 2 ＋ Ph + Qh? ＋ Rh’ +. ., 
vorſtellen werde, worinnen b, Q. R. ... gegebene Func⸗ 
tionen von den Differentialcoeffieienten ſeyn werden, und 
aus die Gleichung der Oberflache und derjenigen, welche 
die eine der Gleichungen der vorgegebenen Curve giebt, 
gezogen ſind. Man wird alſo fuͤr eine Berührung der 

> - 

erfien Drdnung a = P, für eine Beruͤhrung der zwey⸗ 


d 2 d 20 N 
— =P — 
ten Ordnung Er und Im = 2... haben. 


Wir wollen z. B. die Ebene nehmen, deren Gleichung 

2 A- EBV iſt; man wird ſogleich haben 2 SAN By 

＋ b, verwandelt man nachher x’ in Ach und y’ in y/+k, 

fo wird 2“ ＋ Ah + Bk ſtatt 2 kommen; ſetzt man 
U 25 2 

= 2 7 Sr „„ . an der Stelle von k, fo 

wird daraus kommen 


2 ＋ 
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dey!“ he Eatageke 
Er ra Ir... 

Wenn die Steigung der Ebene drey befländige Größen 

enthält, fo wird man durch ihre Vermittelung, die Bes 

dingungen der Berührung der zweyten Ordnung en 


koͤnnen, welche geben werden 


d 20 dy“ de“ dy- 
S l d dx” 


zieht man aus diefen Gleichungen die Werthe von A und 
B, und ſetzt man an der Stelle von 

Ay, dry dz, 452 

d di di d- 
die Ausdrucke //, X/), ANN L), fo wird kommen 


2 (x 0e) 2 C NE 9 (21) 
gu m 
9 KX) 7 9 


Beſtimmt man nachher D, damit die geſuchte Ebene durch 
den Punct M gehet, fo wird man haben 2—2. A-2909 
＋ 50-0 ſubſtituirt man für 2 „ A und B, ihre 
Ausdruͤcke ſo wird daraus kommen 
er ale — ee eee (4 A) x) 
REN). 
Diefes ift die Gleichung der Oseulirungsebene einer 
beliebigen Linie; wenn dieſe Linie eben wäre, fo würde 
die Osculirungsebene dieſelbe ſeyn als die, welche die Li⸗ 
nie ganz enthalt. 


Wir wollen dieſe Theorie nicht noch länger verfolgen, 
welche denjenigen keine Schwierigkeit mehr machen wird, 
die mit Aufmerkſamkeit ihrer Anwendung bey den, auf ei⸗ 
ner Ebene und auf Oberflächen, gegebenen Linien gefolgt 
haben; und da das, was wir über die Curven mit dop⸗ 
pelter Kruͤmmung nach Monge zu ſagen haben, von 

fchr 
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ſehr eleganten geometriſchen Betrachtungen abhängt, fo 
wolen wir uns feiner amt naͤhern. 


349. 


Die Curven von doppelter Kruͤmmung koͤnnen als 
Polygone betrachtet werden, von welchen drey aufeinan⸗ 
derfolgende Seiten ſich nicht in derſelben Ebene befinden 
koͤnnen; die Verlaͤngerung einer dieſer Seiten giebt die Tan⸗ 
gente fuͤr dieſe, fo wie auch für die ebenen Curven; zwey 
aufeinander folgende Tangenten TM und tm! beſtimmen die 
Ebene die durch zwey aufeinander folgende Tangenten 
geht, und die nicht anders als die Oscultrungsebene iſt. 
Man kann ihre Gleichung finden, indem man ſie 
betrachtet, als ob ſie durch drey aufeinanderfolgende Puncte 
der vorgegebenen Curve ginge: es ſey alſo Ax BVA 
beo ihre Gleichung; man muß ſogleich haben Ax! 
By“ CN D o, weil er den Punct enthalten ſoll, deſ⸗ 
fen Coordinaten x’, y’ und 2“ find; und damit die beyden 
folgenden Puncte ſich auch darinn befinden, ſo muß uͤber⸗ 
dieß das erſte und zweyte Differential von ihrer Glei⸗ 
chung zu derſelben Zeit als die, der e der 
vorgegebenen Curve ſtatt haben. 8 

Man konnte eins der Differentiale da‘, 45 oder dz“ 
als beſtaͤndig annehmen; es wird aber ſymmetriſcher ſeyn, 
ſie alle als zugleich veraͤnderlich zu dehandeln, und es 
wird kommen 
Ad- E BdV Oda!“ , Ad- ＋ BdV dz o, 
woraus man ziehen wird 8 

A. dy/d?z’-dad’yfı B d“ dex: de 
C Add G NY dy Jad 
zieht man die Gleichung Ax! E By’ C, f D o don 
K* ＋ By + C + Do ab, und ſetzt nachher ſtatt 
A 
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2 und S ihre Werthe und läßt die Nenner verſchwin⸗ 


den, ſo werden wir das Folgende, durch ſeine Geſtalt 
merkwürdige Reſultat, bekommen. 
C =x⁰ (yd dA = ν (dx dx dA 
(zz) (dx’d’y’—dy/d x . 
Setzt man in dieſe Gleichung ſtatt y% 2’, und ihre Dif⸗ 
ferentiale, die Werthe, welche, indem man alles veraͤndern 
laßt, die Gleichungen , A ) geben, fo wer⸗ 
den die Differentiale verſchwinden, und man wird daſſel⸗ 
be Reſultat als in der vorhergehenden Nr. finden. 
Ich werde dieſen Artikel mit der Bemerkung endigen, 
daß das Differential des Bogens einer Curve im Raume 


betrachtet, zum Ausdruck / dx ＋ dy ＋ dz, Hat. Dieſes 
ſieht man deutlich indem man die Entfernung der Puncte 
M und m nimmt, deren vefpective Coordinaten x‘, ya, 
x’ + dx“, y 1 dy“ und 20 4 da‘ find. 


330. 

Eine Normale an einer Curve im Raum betrachtet, 
zu fuͤhren, iſt eine unbeſtimmte Aufgabe; denn es cxiſitrt 
eine unendliche Anzahl grader Linien die durch den Bes 
ruͤhrungspunct gehen, und zu gleicher Zeit perpendicular 
auf der Tangente ſind; das Enſembel dieſer graden Linien 
bildet eine auf dieſer Tangente ſenkrechte Ebene, und wel⸗ 
che wir Normalebene nennen wollen, ihre Gleichung 
wird ſeon 

uh Fo- A- o (Rr. 301), oder 


(x dx! ＋ G y dy- +@G—z)de = ie 
Wenn man ftatt y’, 2‘, dy“ und da’ ihre, durch Für Kai), 
9x4) und 4%), vorgeſtellte Werthe fegt, fo wird kommen 
II. Theil. A a [t—x‘) 
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a Hy ga CHC O.. (a) 
Wir wollen jetzt die Normalebene für den nähfifoisenden 
Punct betrachten; es iſt evident, daß ſie die, welche wir 
ſo eben beſtimmt haben ſchneiden wird, in einer graden 
Linie deren Coordinaten ſich nicht verandert haben 
werden, obgleich x, x’ + dx’ geworden; man wird alfo 
für dieſen Durchſchnitt die Gleichung aben 8 
D ö) D -e -I 

SN. ., . 
Eliminirt man x’ zwiſchen dieſe Gleichung und der vor⸗ 
hergehenden, ſo wird man die, der entwickelbaren Ober⸗ 
flache haben, die durch die ſucceſſiven Durchſchnitte der 
Normalebenen der vorgegebenen Curve gebildet iſt. Man 
wird einen Begrif dieſer Oberflaͤche haben, wenn man 
mit Aufmerkſamkeit die Fig. 81 betrachtet. Man hat der 
Curve ein Polygon MMM“ M“, ſubſtituirt; durch die 
Mitte 6, 6% G.., einer jeden Seite dieſes Polygons 
hat man auf ihr perpendiculare Ebenen GLKH, GAL KH 
GLK H“, GIT TI＋H ., geführt: dieſe Ebenen ſchnei. 
den ſich je zwey und zwey nach den graden Linien KH, 
K H/, KH“, KVH“, . .. welche nur alsdann unter ſich 
parallel feyn werden, wenn die Seiten des Polygons M 
. 4/¼/. .. in einer Ebene ſeyn, und alsdann ein Pris⸗ 
ma bilden werden. 

Wenn man annimmt, daß die graden Linien KH, 
KH, KH“, Krug"... verlängert find, bis daß jede von 
ihnen ihre nächft folgende begegnet, fo werden fie ein 
Polygon beſtimmen, daß die Kante der Nuͤckkehrung 
der entwickelbaren Oberfläche vorſtellen wird, die durch 
die Rormalebenen (E Nr. 96) gebildet iſt. Dieſes Polygon 
enthaͤlt die Mittelpuncte der Kugeln die durch vier auf⸗ 
einander folgende Winkeln des Polygons MM’MUM., 


gehen; 
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gehen; denn der Durchſchnitt zweyer graden Linien wie 
KH und KH“, iſt auch der Durchſchnitt der drey Ebenen 
GLKH, GLIK/H’, GLVK VH, die perpendicular auf der 
Mitte der graden Linien M, MM“, MM“, geführt 
find, und die vier Puncte M, M M/“ verbinden (E Nr. 68). 

Wenn alle Winkel des vorgegebenen Polygons ſich 
auf derſelben Kugel befaͤnden, ſo wuͤrden alle graden Li⸗ 
nien KH, K’H/, K,“, KH“, ,, ſich im Mittelpunct 
dieſer Kugel ſchneiden, und waͤren folglich die Kanten ei⸗ 
ner Pyramide. 

Dieſe Eigenſchaften werden nicht aufhören ſtatt zu 
finden, welches auch die Anzahl der Seiten des Polygons 
MNM/M VA“. ., ſeyn mag, und folglich ſich mit der vor, 
gegebenen Curve ſelbſt decken; es folgt alſo daraus, daß, 
wenn fie eben iſt, alle ihre Normalebenen, durch ihre auf⸗ 
einanderfolgende Durchſchnitte eine cylindriſche Oberflache 
bilden werden, und wenn ſie von doppelter Kruͤmmung 
und fie doch ein Theil von einer Kugel iſt, fo wird 
alsdann die Oberfläche ihrer Normalebenen coniſch ſeyn, 
und ihren Scheitel im Mittelpuncte der Kugel haben. 
In dem Falle wo die vorgegebene Curve eben waͤre, und 
ſich zu gleicher Zeit auf einer Kugel befinden wuͤrde, wuͤrde 
ſie nothwendig ein Kreis ſeyn, und alle Ebenen die auf 
ihr perpendicular ſeyn würden, wuͤrden ſich in einerley 
graden Linie ſchneiden die durch ihren Mittelpunet pers 
pendicular auf der Ebene die ſie enthaͤlt, errichtet iſt. 

Um zu der Gleichung der Kante der Ruͤckkehrung 
der Oberfläche zu gelangen, die durch die ſucceſſiven Durch⸗ 
ſchnitte der Rormalebenen gebildet iſt, muß man zu den 
Gleichungen () und (b) die Differentialle dieſer letzten 
Hinzufügen, die, bloß in Beziehung auf x’ ar, 339) ge 
nommen ift, und man wird haben 

Aa 2 y- 
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9 — KEN ö U- KD) 30 ( 
3 Xx (K HO. (e). 
Wenn man in dieſen drey Gleichungen den Werth von 
K xl, -AYy zz’, nahme, um ihn in 


* xy» ; * ＋ — D — 2 
zu ſetzen, ſo wuͤrde man den Kugelhalbmeſſer haben der 
durch die vier aufeinanderfolgende Puncte M. M', m”, 
M/, gehet, und deren Mittelpunct ſich bey dem Durch⸗ 
ſchnitt der drey erſten Normalebenen befindet. 


351. 

Es ſey XM Fig. 50 eine beliebige Ebene Curre, von 
welcher FZ die En twickelte vorſtellt- wenn man durch alle 
Puncte dieſer entwickelten, grade Linien FG, F’G‘, F 
Fi,“ , perpend cular auf ihrer Ebene, errichtet, "fo 
werden fie auf der cylindriſchen Oberflache ſeyn, die aus 
den ſucceſſiven Durchſchnitten der Normalebenen der vor; 
gegebenen Curve, entſtanden find, denn die durch die 
Normalen M, M’F/, MEV, MSF“! ., und durch die gras 
den Linien, von welchen wir ſo eben geredet haben, ge⸗ 
führte Ebenen find perpendieular auf der Curve XI. ft 
Iſt dieſes feſtaeſetzt, fo iſt es evident, daß jeder Punct 
der graden Linie GE, gleich weit von allen denen Punc⸗ 
ten des kleinen Kreisbogens, der aus den Punct F, 
als Mittelpunct, mit einem Nadius Mk beſchrieben iſt, 
entfernt ſeyn wird: auf eben der Art auch wird ein jeder 
Punct der graden Linie /G“ (die nächft auf der vorher⸗ 
gehende folgende) gleich weit entfernt von allen Puncten 
des Bogens ſeyn, der aus den Punct F als Mitteipunct 
mit einen Radius ME beſchrieben iſt, u. ſ. w. Man könnte 
alſo den beliebigen Punct 8, auf der graden Linie E, ge⸗ 
nommen, als ein Mittelpunct des Bogens MM’ anſehen, 

und 
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und daraus ſchließen, daß denſelben Punct der Curde XM, 
eine unendliche Anzahl Kruͤmmungshalbmeſſer, ſo wie GM, 
deren kuͤrzſter MF ſeyn wird, der ſich in derſelben Ebene 
als die vorgegebene Curve befindet, entſprechen.) Die 
cylindriſche Oberflache F F/ F.. 6%“ wird, auſſer 
der Curve FF/F VF eine unendliche Anzahl andere Cure 
ven enthalten, die durch ihre Entwickelung, die vorgege⸗ 
bene X hervorbringen werden. In Wahrheit, wenn 
man den Cylinder ein Prisma von einer großen Anzahl 
Seitenflächen ſubſtituirt, und man willkuͤhrlich einen Punct 
G auf eine der Kanten dieſes Prisma,, nimmt, und 
den correspondirenden Radius GM verlängert, bis daß er 
die folgende Kante FG’ begegnet, fo wird man einen 
neuen, mit dem erſten conſecutiven Radius GNM haben; 
indem man dieſen Radius bis zur Begegnung der Kante 
F., u. ſ. w. verlängert, wird man ein Polygon GG’ 
G⁰ ,., durch die Entwickelung von welcher die Bogen 
M“ M', M“ M“, MM,, als Kreisbogen betrachtet, be⸗ 
ſchrieben ſeyn werden, bilden; weil der Radius GM 
mit feinem Naͤchſtfolgenden G’M’ zuſammenfallen wird, 
wenn der Punct M den Bogen MM“ durchlaufen hat. 
Es iſt leicht zu ſehen, daß daſſelbe Statt! finden 
würde, wenn man die Ebene FRF/G’G und G'P drehen 
läßt, um fie in der Verlängerung der folgenden Sei⸗ 

A a 3 tenfläche 


) um iu begreifen, daß die obigen Benennungen auf ſeht guten 
Grunden beruhen, fo ift es hinreichend zu bemerken, daß alle 
Puncte der graden Linie, die durch den Mittelpunet eines 
Kreiſes fentrecht auf ihrer Ebene aufgerichtet iſt, zur Beſchrei⸗ 
bung dieſes Kreiſes dienen koͤnnen, gleich wie der Mittelpunet 
ſelbſt, weil fe von allen Puneten des Umkreiſes gleich weit 
entfernt ſind. 
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tenfläche E/ F/ zu fuͤhren: woraus folgt; daß wenn 
man das Prisma EFFI. Girgug/G entwickelt, das 
Polygon 66,0% 51. , eine grade Linie werden wird. Aus 
dem Geſagten begreift man, daß ein Faden der zuerſt in 
der Richtung GM geſpannt iſt, und nachher frey um das 
in Rede ſtehende Prisma gewickelt wird, den Umfang des 
Polygons 66/0/08“. . (E Seite 96) folgen würde, 

Man ſieht alſo, daß eine ebene Curve auſſer der Entwickel⸗ 
ten F F/ FFI... die mit ihr in derſelben Ebene liegt, eine 
unendliche Anzahl andrer Entwickelten, die von doppelter 
Kruͤmmung ſind, hat, und daß alle grade Linien werden, 
wenn man den ſie enthaltenden Cylinder entwickelt. 

Es iſt hier der Ort zu bemerken, daß die Tangen⸗ 
ten dieſer Entwickelten alle denſelben Winkel, mit 
die, des Cylinders bilden die ſie begegnen, und ſind 
folglich in Rüdficht der Ebene, welche die vorgegebene 
Curve enthält, gleich geneigt. 


352. 

Wir wollen jetzt auf den Curben von doppelter Kruͤm⸗ 
mung die Theorie, welche wir eben, in Ruͤckſicht auf 
den ebenen Eurven gezeigt haben, anwenden. Es iſt evi⸗ 
dent, daß die grade Linie Kn (Fig. 51) auf der Ebene, 
welche die beyde aufeinanderfolgende Seiten MM’ und 
M M“ enthoͤlt, perpendiculaͤr ſeyn wird, weil fie der 
Durchſchnitt zweyer Ebenen iſt, die auf ihr reſpective 
perpendicular find; und wenn man fich die erſte verläns 
gert gedenkt, bis daß fie KH in © begegnet, fo wird der 
Punct 0 der Mittelpunct des Kreiſes ſeyn der durch die 
drey Punete M, NM“ und M“ gehen wuͤrde. Es folgt 
daraus, daß ein jeder Punct der graden Linie KH, gleich 
weit von dieſen Puncten entfernt ſeyn wird, es wird daſ⸗ 

ſelbe 


— 
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ſelbe ſeyn mit den Puncten von K H“, in Beziehung auf 
den Puncten II M/ Me, mit den Puncten von K, 
in Ruͤckſicht der Puncte M“ M“, M“... Wenn man 
alſo eine grade Linie or in der erſten Normalebene LKR 
führt, und man durch den Punct wo fie KK begegnet, 
und durch den Punct 87, die grade Linie G F in der zwey⸗ 
ten Normalebene 8 L/K H' führt, fo werden die beyde 
grade Linien GF und GF in Ruͤckſicht auf KH gleiche Nei⸗ 
gung haben; verlängert man nachher :G/F: bis zur Be: 
gegnnng von KH“, und führt man 6“ E, in der dritten 
Normalebene, ſo werden die beyden graden Linien 6E. 
und /F“ in Beziehung auf K“ H gleiche Neigung haben. 
Verfolgt man dieſe Eonfiruction, fo wird man ein Polys 
gon FFIFUF" bilden, auf deſſen Umfang ſich ein geſpann⸗ 
ter Faden anſchmiegen würde, zuerſt in der Richtung GH, 
und nachher frey auf der Oberflache KH H“H“ H“... K“ 
KK, K gebogen, die durch die ſucceſſiven Durchſchnitte 
der Rormalebenen gebildet iſt. Seine Entwickelung wuͤr⸗ 
de die Kreisbogen hervorbringen, welche durch die, je 
drey und drey verbundenen Puncte M“, M“, M“, 4%. 
gehen. Die Betrachtung dieſes Polygons zeigt recht deut⸗ 
lich die Exiſtenz und die Bildung aller Entwickelten einer 
beliebigen Curve von doppelter Krümmung”), 
€ Der 


) Wenn man ſich eine beliebige Linie denkt, die ich in der Ebe⸗ 
ne GLK H befindet, fo wird dieſe Linie einen Theil des graden 
Kegels um KH beſchreiben, wahrend die Ebene die. fie enthält 
ſich drehen wird, um ſich an ihrer conſecutiven GLK H- ans 
zuſchließen; wenn dieſe letzte ſich ſelbſt um KH“ drehen wird, 
um ſich an ihrer Conſecutiven anzuſchließen, fo wird die grade 
Linie, welche wir betrachten, einen zweyten Theil des Kegels 
um KH“ beſchreiben u. ſ. w.; die Sammlung aller dieſer 
Theile des Kegels wird eine entwickelhare Oberfläche bilden 
die 
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Der kleinſte Weg von allen Kruümmungshalbmeſſer, 
wird im gegenwärtigem Falle, wie für die ebenen Eurven 
der ſeyn, welcher ſich in die Ebene der beyden conſecu⸗ 
tiven Seiten die man betrachtet, ſelbſt befindet; aber 
alle Nadi dieſer Art, die man abſolute Krümmung s⸗ 
halbmeſſer nennen kann, werden nicht einerley Curve 
tangentiren, denn fie begegnen ſich nicht. Man wird ſich 
davon überführen, wenn man bemerkt, daß wenn die Linie 
00, perpendicular auf KH iſt, nicht G0. die perpendicu⸗ 
lar auf KH“, begegnen wird, weil die eine ſich in der 
Ebene Gk und die andre ſich in der Ebene SL’K’HI 
befindet, und weil ſie nicht durch denſelben Punct des 
gemeinſchaftlichen Durchſchnitts KH dieſer Ebenen gehen. 
Die Reihe der abſoluten Mittelpuncte der Krümmung 
O, O1 ., wird alſo nicht eine von den Entwickelten der 
vorgegebenen Curve ſehn. Wir wollen durch analytiſches 
Verfahren, die Refultate beweiſen, die wir aus den vor: 
hergehenden geometriſchen Betrachtungen gezogen haben. 


353 · 


Es ſeyn K, y, 2, die Coordinaten des Mittelpuncts 
einer Kugel; x’, 5%. 2’, die, eines Punctes ihrer Oberfläs 
che und a ihr Radius; man wird haben 

Vx X.) TONY) (z u. 
Es find vier Bedingungen erforderlich um die Größen x, 
5 2 und u zu beſtimmen die, welche ſich zuerſt darbieten 
deſtehen darin, die vorgegebene Kugel durch vier conſe⸗ 
be⸗ 


die mit der Oberflache HE’WUIEYW, ., KKH K K Beziehun 
gen haben wird, analog mit denjenigen, die eine Developpi⸗ 
rende mit ihrer Entwickelten hat, 
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cutiven Puncte der gegebenen Curve gehen zu laſſen; 
dieſes ſetzt voraus, daß der Radius u unverändert bleibt, 
obgleich die Coordinaten x,, 5 und 2, ſich dreymal nach 
einander veraͤndern; man wird alſo zu gleicher Zeit 
du o, d'u = o, d'u 2 o haben. 

Wenn man dieſe Gleichungen entwickelt, ſo wird man 
auf die, welche wir in Nr. 350 durch (a), (b) und (e) 
bezeichnet haben, zurückfallen. Beſtimmt man durch dieſe 
Gleichungen (X), O) und (-), und ſubſtituirt 
man im Ausdruck von u die gefundenen Werthe, fo wird 
man den Radius der Osculirungsſphaͤre, haben. 

Betrachtet man nur drey conſecutive Puncte, ſo wird 
man nur die Gleichungen 

a l e 

du S o, du=o haben. 

Beſtimmt man nachher (-x) urd (-) in @—z) 
durch die zwey letzten, und ſubſtituirt man nachher im 
Ausdruck von u, fo wird das Reſultat alle, zu einerley 
Punct relative Kruͤmmungshalbmeſſer ausdruͤcken. Um 
den abſoluten Kruͤmmungshalbmeſſer zu erhalten, muͤßte 
man 2 verändern laſſen, und unter allen Werthen 
von 220, denjenigen ſuchen, der das Minimum von 
u giebt. Man kann auch durch die Betrachtung, daß der 
abſolute Mittelpunct der Kruͤmmung, ſich in der Osculi⸗ 
rungsebene befindet zu demſelben Ziele gelangen, und die , 
ſes iſt der Weg den wir folgen wollen. 

Wenn die Gleichungen au So und d’u=o entwickelt 
ſind, ſo geben ſie 

Ge- Hyatt enteo 

G -d +" dy dz dx - dy, dz“ o; 
macht man zur Verkürzung dx“ 5 ſo zieht 


man daraus 
(x—x’) 
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(-N ) (dd -d E(Z—20) (dzd-y-dyld-20 
＋ ds *dy!=o 
(-V (dxd N- dd ECO Z—20 (dxd-z/— dzd -x.) 
ds dx, 
aber durch die Gleichung der Osculirungsebene, die in 
Nr 349 gegeben iſt, hat man 
dx'd'y“ — dy'd'x / = C, delt dt B, 
dyd'z“ — dz dy“ = A; 
die vorhergehenden Gleichungen koͤnnen alſo folgender 
Geſtalt geſchrieben werden: 

AC 2 YC (K- Y ＋dsTdyH O. .. (d) 

BAZ Y TCC Y )- ds“, d= oO. . (o); 
verbindet man dieſe Gleichungen mit die, der Osculi⸗ 
rungsebene 

AC -N Y- EBCY—Y Y -C- ), 
ſo wird kommen 
(A’+B’+C°) (z2l)—Adst’dy/-Bds’’dx’=o, 
woraus 
„ ds“ (Ady. —Bdz) 
ö peenng  e 
ATB C! 
Setzt man im Ausdruck von u“, an der Stelle von * — x’ 
und y— die Werthe 
A(2 20 -d“ dy- und dd 
8 0 
welche die beyde Gleichungen (d) und (e) geben, und 
macht man ds“ dy“ E, ds“ dx F, ſo wird kommen 
Cu = ABC) (2-20 —4206z 20 (AE— BFT) TE＋ECFE=, 
ſetzt man an der Stelle von 227 den oben gefundenen 
Werth, ſo wird man haben 


d 


(AE—BF)? (AE— BF)? 
215 2 * Ez 2 
See eee TE 


oder wenn man alles zu einerley Nenner bringt 
C’u® 
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— (AE—BF)’-L(E2+F?) (A’+ —4.—. 
A’B?+C? 
Entwickelt man dieſes Reſultat, fo wird man ſehen daß 
es ſich unter der Geſtalt 
S (AF+BE)*-+-C? (E*-HF?) 
ABC! 


Cu 


ſetzen kann, aber 
AF+BE=—dz’ds’(dx/d’y’—dy/d’r)=—Cdz/ds’”; alſo 
_ E2-HF2-4dz’ 2 ds“ 
fe 
Setzt man nachher an der Stelle von A, B, C, E und F, 
ihre Werthe ſo wird man finden 


u 


8 


ds(ꝰ 
Cy z d ee (Ad- N 
Dieſer Ausdruck des abſoluten Kruͤmmungshalbmeſſer ei⸗ 
ner Curve von doppelter Kruͤmmung, iſt auch der, den 
wir in Nr. 326, fuͤr den Kruͤmmungsh albmeſſer einer Sec⸗ 
tion geſehen haben, welche durch eine beliebige Ebene in 
einer krummen Oberfläche gemacht if. Die Oseulirungs⸗ 
ebene iſt in dieſem Falle dieſelbe als die ſchneidende Ebe⸗ 
ne, und ihre Gleichung, mit die der vorgegebenen Ober⸗ 
flaͤche verbunden, giebt die Gleichungen der Projectionen 


der Section. Wenn man die Differentialevefficienten der 


Ordinate der vorgegebenen Oberflache einführen wollte, 


ſo muͤßte man bemerken, daß, da die Differentialgleichun⸗ 
gen der Ebene, und die, der Oberflache, zu gleicher Zeit 
ſtatt finden muͤſſen, fo kann man hoͤchſtens nur ein Dif: 
ferential als beſtaͤndig anſehen. Setzt man mehrerer 


Symmetrie wegen, voraus, daß man ſie alle zu gleicher 


Zeit verändern laßt, fo wird man haben 


60 

dz =pdx dy-, 62 rde Lad ay/ Ltd Qpa· / Ngd'y Bu 
ad, 5 

0 


—— — 
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Adx’+-Bdy’-HCdz'=o, Ad’x’+Bd*y/-4Cd'2’=o; 
vermittelſt dieſer Gleichungen wied man die Differentiale 
verſchwinden laſſen, und der Werth von u wird nur nach 
den Größen A,B, C, p, qyr,s und t abhangen. Ich werde dieſe 
Rechnungen hier nicht machen, weil ſie keine andre Schwie⸗ 
rigkeit als die ihrer Länge; haben. 


354. 
i a . g AE—BF 
Wir wollen wieder die Gleichung e 


(vorhergehende Nr.) vornehmen, und im Zähler der zwey⸗ 
ten Hälfte, an die Stelle der Größen A,B, E, F, ihre Wer⸗ 
the ſetzen, ſo werden wir haben 
„.. 4.42.4 J. —ds,-dx(dz, . x. —dx. 4.2 
Se Aa ＋BA＋ CA 
aber dx dax Tdyd ax d daz Ad. dsa ds das“; alſo 
„ds“ (dd — dds) 
E 
AZ T 2＋C2 
Wenn die Gleichungen du=o, dzu=o, fo wie die der Os⸗ 
culirungsebene, in Beziehung auf den Größen x, % 2 
Rund ihre Differentiale ſymmetriſch find, fo wird man uns 
mittelbar daraus Werthe von y—y’ und von x—x’, wel⸗ 
che denen fo man für 22“ gefunden hat ahnlich find, 
ziehen, und haben 


2 — 2 


„ds“ (ds day — dy d 2s) 
7 Er A2+B2--C3 4 
ds“ (ds dax dx das 

— m — 
j a 

Man kann diefen Ausdrücken und dem von u eine fehr 
elegante Geftalt geben, indem man bemerkt, daß wenn 
ihr Nenner A2+B24C2 entwickelt ift, er 


Xx X 


dy 2 
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dy“ zdzz(a adydzday/dza d“ d2y'z 
-+dz'2d2x/2—ndy/äztdzx'd2z’+dx/2d2z’2 
+dx/2d2y'2 Sody/äyld2xidzyl+dy'2d2x‘2,- 
wird, und man ihm folgender Geſtalt ſchreiben kann; 
(dz’2 +dxi2)d2y'2 — ady’dz’d2y/d2z‘ 
+(dy/s-Läx’2)d22/2—zdx/da/daxid2z’ 
+(dz/2-dyla)d2x’'2—adx/dyfdaxideyt; weil aber 
dz, Ed xa ds. 3—dy'2, dy z dx an ds“a - dz(a, 
N ; de’2h-dy'zedsi2—drt2, 
ſo wird man haben 
Cay ad- ye Tad dry Wass, 
' Asta(d2ytatd2rapdaxı2)— ee ah adxidzidixidia/r 
Lax“ ?d?x/?radx/dy/d’x/d’y') 
ein Reſultat deſſen zweyter Theil nichts anders als das 
Quadrat von dy/d2y/--dz’d2z/+dx/d2x’ oder von ds (das“, 
negativ genommen, iſt. Dieſes Reſultat wird ſich alſo zu 
ds 2(d2y'2-+d2x’2-4d22’2--d2s’2) reduciren; im Wer⸗ 
the von u geſetzt wird dieſer zweyte Theil in 
dsa 
n 
verwandelt; wenn man überdem bemerkt, daß 


dz“ 
ds/d 22 dz das dsa d. 
s 


1 7 
ds d, AHA de d.. 
8 ds! 


. „ 
as dax d dai dla 5 
5 8 


ſo wird man finden 


22 Eu men ꝓ ¹u»˖U·»'.wù——— 
daz“ 2--d2y'2 4 e 


U, Theil. Dh u 
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1 7 
85d. KX. 
r = EEE 
; 7 l Ff 
i 5 ds“ d. ur 
ds“ 


&‚1 — xi = — — Sea 
dzza dA ad Xa dz 2 


Wenn man von dieſen Werthen Gebrauch machen will, 
ſo wird es gut ſeyn ein Differential als beſtaͤndig zu 
nehmen, obgleich dieſes nicht unumgaͤnglich noͤthig iſt 
(Nr. 74). Wenn man von dieſen Ausdrücken die verän; 
derlichen Größen x4 y“ und ihre Differentiale verjagt has 
ben wird, fo wird 2“ verſchwinden, und nur die veränder⸗ 
liche Größe 2“ übrig bleiben, deren Eliminirung zu zwey 
Gleichungen fuͤhren wird, die der Curve, auf welcher ſich 
alle Mittelpuncte der Kruͤmmung befinden, gehören werden. 


358. 


Die folgende Rechnung, wird die Bemerkung bekraͤf⸗ 
tigen, die wir in Nr. 352 in Ruͤckſicht auf dieſer Curve ge⸗ 
macht haben, und uns beweiſen, daß ſie nur in dem Falle 
eine Entwickelte ſeyn kann, wo die vorgegebene Curve 
eben iſt. g 

Wir wollen zur Verkuͤrzung 

ds dax - dx ds, ds day. dy dass, 

ds/ d z - dz (das 
machen, und von den Gleichungen hier oben die Größe 
73 

— die ihnen gemeinſchaftlich iſt, 
zu eliminiren, ſo wird kommen 

(== (2-208, (-D (220 
Gleichungen, welche die vom abſoluten Kruͤmmungshalb⸗ 


meſſer find. Betrachtet man die Coordinaten x, y und z 
als 
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als die, des Durchſchnittspunctes zweyer conſecutiven Kruͤm⸗ 
mungshalbmeſſer, fo muͤſſen dieſe Großen beſtaͤndig blei⸗ 
ben, wenn xh 5 und 27 ſich einmal verändern, und folg⸗ 
lich die Gleichungen r! 
y—y')dy - ydy'=la—z)de—Pdz' 
Gr )dy—ydr=la=z)de-—ada 
zu derſelben Zeit als die vorhergehenden ſtatt finden, dete 
jagt man x— x’, y- und 2—2“ zwiſchen dieſen bier Glei⸗ 
chungen, ſo wird man die Bedingungsgleichung bekommen, 
welche ſtatt haben muß, damit ſich dieſe beyde conſceutive 
Krümmungshalbmeſſer ſchneiden: dieſe Gleichung wird ſeyn 
(vdy’—8d2‘) (ady—yde)—ırda’ = adz‘) (ddr —yde)==o. 
Verrichtet man die angezeigten Multiplicat onen, und ver⸗ 
richtet man die ſich nachher darbietenden Reductionen, fo 
wird man ein Reſultat finden, das folgender Geſtalt ges 
ſchrieben werden kann: 
da sd! dy, dz ) dd Adu Do; 
ſetzt man an der Stelle von e, # und „ die Größen wel⸗ 
che ſie vorſtellen, ſo wird man ſogleich haben 8 
dards dx - dx'd's/ ad: „dy- ds, (ds, d y dy-d220 
ds ds dy! dyd' s, ydx —-adz“ ds (dxidzz - dz'd ax“) 
dds dz -dzid's, adyf—gdx ds (dy dax. dx day); 
ſubſtituirt man dieſe Werthe und vernachlaͤßigt man die 
gemeinſchaftlichen Factoren, fo werden wir finden, daß die 
Gleichung hier oben zur Entwickelung 
dı'd2x d’y'—dz’dzyid’s/tay/dzzid’zt 1 
dydzxdzFEdx-day/d' z. dx daz dy- 1 hat, 
und daß ſie folglich dieſelbe iſt, als die, welche man be⸗ 
kommen würde, wenn man ſucht, ob die Osculirungsebe⸗ 
ne durch vier conſecutiven Puncte gehen kann; denn dieſe 


2 3 
letzte wurde aus der Eliminirung der Größen S, Zimis 
Bb 2 ſchen 
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ſchen den 3 Gleſchungen ee 
Ad! Ed Od Pi 
„ Aaszüufpdey TCA Betvorgehen. 
en 1 
356; “or 
um zu den Gleichungen einer Entwickelten zu ge, 
langen, werden wir bemerken, daß die Gleichungen du=o, 
dzusæo, die Relation enthalten, welche zwiſchen den Srö⸗ 
fen x, y und z für alle Mittefpuncte ſtatt finden ſoll, und 
daß der allgemeine Caracter derjenigen, die ſich auf einer⸗ 
ley Entwickelten befinden, darinn beſteht, daß die aus eis 
ner jeden von ihnen geführte Radii zum correspondiren⸗ 
den Punct der vorgegebenen Curve bey diefer Entwickel⸗ 
ten, tangentitend find. Nennt man X, Y und 2, die 
Coordinaten der beliebigen Puncte des Raums, und laͤßt 
man immer x, y und 2 an den Mittelpunct der Krüm⸗ 
mung haften, ſo werden die Gleichungen der Tangente 
mit der Curve, die davon eine Reihe vereinigt, 


dx * dy 
‚ BEE — 2. ee a a 
* — U (2 — 2) 17 4 2) ſeyn 


und da dieſe grade Linie durch den Punet der vorgegebenen 
Curve gehen muß, deren Coordinaten x’, y! und 2 find, 
fo werden daraus die folgende wos entſtehen: 


dx 
* 2 — 20. y-y'=! =. eh 


Es iſt Hinveichend eine dieſer n mit der Glei⸗ 
chung du=o zu verbinden, um die Tangente der Entwi⸗ 
ckelten zu beſtimmen, weil die Gleichung du o, ſelbſt die 
der Berührungsebene der entwickelbaren Oberflache iſt, 
welche durch die ſucceſſiven Durchſchnitte der Normalebe⸗ 
nen gebildet iſt, und auf welcher ſich die Entwickelten befinden. 
8 2 Nur 
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Nür vermittelſt des Integralcalculs kann man von der 
Gleichung der Tangente einer Curve, zu der Gleichung 
dieſer Curve ſelbſt, übergehen. Wir find alſo genoͤthigt. 
hier einzuhalten. er 

5 28 7 7 
357: ; 

Wir wollen dieſe Theorie der Curven von doppelter 
Krümmung mit der Bemerkung beſchließen, daß fie zwey 
Arten von Inflexienen fähig find; die erſte hat 
Beziehung auf die Curve der entwickelbaren Oberflaͤche 
die das Enſembel ihrer Tangenten bildet, und ſtatt findet, 
wenn der Kruͤmmungshalbmeſſer dieſer Oberflache vom po⸗ 
ſitiven zum negativen, und umgekehrt übergeht.‘ 

Die zweyte Art von Inflexionen der Eurpen von dop⸗ 
pelter Krümmung entfpricht dem Fall wo ihr abſoluter 
Kruͤmmungshalbmeſſer das Zeichen veraͤndert. Dieſe 
Materie erfordert einige Details, um mit Genauigkeit 
und Deutlichkeit behandelt zu werden, worinn ich mich 
jetzt nicht einlaſſen kann. Es iſt hinreichend dem Leſer 
den Weg zu dieſen Unterſuchungen gezeigt zu haben, 5 
ren Anwendung uͤberdem wicht Häufig iſt. 


) Die Juflexionen der Oberflächen find durch die Verändes 
rung der Zeichen ihrer Radii von größter und kleinſter 
Krümmung, zu erkennen; und die Lage der Mittelpuneten 
dieſer Krümmungen zeigt uns, auf welcher Seite ſich die 
Soncavität der vorgegebenen Oberflaͤche, befinden. 


Aus⸗ 


j 


ohne ſich in tiefe Unterſuchungen einzulaſſen, und oft neben den 
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Aus zug des Berichtes, 


welcher der phyſiſch⸗mathematiſchen Claſſe des National 


inſtituts der Wiſſenſchaften und Kuͤnſte abgeſtattet iſt. 


S B. Lacroix, Profeſſor der Mathematik an den Cen- 
tralſchulen, hat dem Inſtitut den Entwurf eines neuen Lehrbe⸗ 
griffs des Integral⸗ und Differentialealeuls, mit einer Einleitung 
und den vier erſten ſchon gedruckten Capiteln dieſes Werkes vor⸗ 
gelegt. Der B. Laplace und ich haben den Auftrag erhalten, 
der Claſſe der phyſiſch⸗mathematiſchen Wiſſenſchaften Bericht über 
dieſe Schrift abzuſtatten. r 

Seit langer Zeit dienen Eulers Schriften über den Integral⸗ 
und Differentialcaleul denen zu Fuͤhrern, welche das Studium der 
Analyſis ergründen wollen, aber dieſe uͤber alles Lob erhabenen 
Werke fangen an, ſehr ſelten zu werden. Die ſpaͤter gemachten 
Entdeckungen haben einige Theorien beträchtlich vervollkommnet, 
ja ſelbſt neue hervorgebracht. Auf der andern Seite ſind 
die einzelne Werke und die akademiſche Sammlungen, wo⸗ 
rin dieſe Entdeckungen enthalten find, nicht immer denen zur 
Hand, welche das groͤßte Intereſſe und die groͤßte Luſt haben, 
fie zu Rathe zu ziehen. Dies find die Gründe, welche den B. 
Lacroix vermochten, in einem einzigen Werke nicht allein den 
Kern der erwaͤhnten Eulerſchen, ſondern auch der beſten andern 


über dieſen Gegenſtaud erſchienenen Schriften zu vereinigen. 


Schwere Theorien mit Klarheit darzuſtellen, ſie mit andern 
ſchon bekannten Theorien zu verbinden, einige derſelben von dem 
ſyſtematiſchen oder irrigen Theile zu befreyen, durch welchen ſie 
vielleicht bey ihrer Entſtehung verdunkelt find, über das Ganze 
einen Grad von Licht und der Beſtimmtheit zu verbreiten, mit 
einem Worte: ein elementariſches und der jetzigen Hoͤhe der Wiſ— 
ſenſchaft angemeſſenes Werke zu liefern, dies iſt das Ziel, welches 
Lacroix ſich vor Augen ſetzte, und das er nicht erreichen konnte, 


Er, 
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Erfindern zu gehen. Der allgemeine Entwurf des Werks iſt in 
der Claſſe vorgeleſen worden, und unſte Collegen haben ſich eis 
nen Begriff davon verſchaffen können. Wir begnügen uns zu ſa⸗ 
gen, daß der Verfaſſer ein zu einem Ganzen vereinigte Menge 
Methoden und Theorien darſtellt, deren mehrere noch in kein Werk 
dieſer Art erſchienen ſind. 


„„ T 9, te ie, 


Das Reſultat unſrer Prüfung iſt, daß Laeroixs Werk, deſſen 
Segenſtand eben fo wichtig, als feine Ausführung ſchwer if, alles 
zuſammenfaſſe, was in dem gegenwärtigen Zuſtande der Wiſſen⸗ 
ſchaft, zu einem vollſtaͤndigen Lehrbegriff des Differential⸗ und 
Integralcalculs gehoͤrt. Duͤrfen wir auch aus der uns vorgelegten 
Einleitung und den vier erſten Capiteln, von denen wir ſo eben 
Bericht abgeſtattet haben, auf das Ganze ſchließen, ſo wird die⸗ 
ſes Werk durch die Wahl der Methoden, durch ihre Allgemeinheit 
und die Strenge ihrer Beweiſe ſich vor andern Schriften dieſer 
Gattung auszeichnen. 

Wir hoffen dem zufolge, daß das Nationalinſtitut durch ſei⸗ 
nen Beyfall den Eifer und die Talente des B. Lacroix belohnen 
und aufmuntern muß, da wir ſo eben einen neuen Beweis von 
denſelben erhalten, und da dieſelben ſchon bey der ehemaligen 
Akademie der Wiſſenſchaften darch mehrere bekannte Memoires 
ruͤhmlich bekannt waren, worunter ſich beſonders feine Sonnenta⸗ 
feln, und eine Abhandlung über die Theorie der See-Aſſeeu⸗ 
ranzen welche den Preis erhielt, auszeichnen. 


Gegeben im Nationalinſtitut den 11 Nivoſe, V. Jul. 
Unterzeichnet 


Laplace und Legendre. 


Die Claſſe genehmigt den Bericht und die Vorſchlaͤge. 
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